
Homologikus algebra 1. zh 2011. október 21.

1. Tekintsük a következő diagramot, ahol a sorok egzaktak. Bizonyítsuk be, hogy ha α, β és
γ közül két szomszédos meg van adva úgy, hogy a diagram kommutatív, akkor ezt ki lehet
egészíteni láncleképezéssé. (Ráadás: Mutassuk meg, hogy ha α és γ van megadva, akkor
ez nem feltétlenül lehetséges.)
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2. Adjunk három ekvivalens feltételt arra, hogy egy M ∈ Mod-R modulus projektív legyen
(közte a projektivitás definíciójával). Bizonyítsuk be, hogy a K test fölötti vektorterek
kategóriájában minden modulus projektív és injektív is.

3. Definiáljuk egy G kontravariáns funktor projektív feloldásából származó derivált funk-
torokat. Melyik oldali egzaktság esetén igaz, hogy G 0-dik deriváltfunktora izomorf G-vel?
Írjuk is le, hogy mit jelent ez az egzaktsági feltétel.

4. Legyen Γ : 1
α
−→
←−
β

2
γ
−→
←−
δ

3 és I = (αβ, αγ, βα, δβ, δγ). Írjuk föl az A = KΓ/I algebra direkt

felbonthatatlan P1, P2 és P3 projektív modulusainak Loewy-diagramját, és határozzuk
meg a lehetséges ϕ : 2

3
→ P2 homomorfizmusok magját és komagját.

5. Bizonyítsuk be, hogy Q mint Z-modulus direkt felbonthatatlan, és EndZ(Q) minden nem
0 eleme invertálható.

6. Tegyük fel, hogy M• olyan (mindkét irányban végtelen) lánckomplexus Z fölött, amelynek
minden tagja véges ciklikus csoport, és dn : 1 7→ 2 minden n egész számra, ahol a megfelelő
csoportok generátorelemét 1-gyel jelöljük.
a) Milyen ciklikus csoportok lehetnek az M• tagjai?
b) Mi lehet ez a lánckomplexus, ha azt is tudjuk, hogy minden homológiája Z2?


