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Homologikus algebra 1. feladatsor 2017 Gsz

a) Hatarozzuk meg az Osszes egységelemes 2-dimenzids algebrat Z, folott izomorfia
erejéig! Keressiink veliik izomorf matrixalgebréakat!

b) Egy 2-dimenziés (nem feltétleniil egységelemes) Zo f616tti algebra { a, b } bazisara a
ab = a és b> = b. Mi lehet a ba szorzat? Minden izomorfiatipushoz adjunk megfelels
maéatrixalgebrat!

2:

. Legyen M € Mod-R, azaz M jobb oldali R-modulus, B balidealja, J jobbidealja R-nek,

a € M és U,V részmodulusok M-ben. Az alabbiak koziil melyikek lesznek feltétleniil
részmodulusai M-nek? (Az 6sszegek komplexusosszegeket, a szorzatok a komplexusszorzat
elemeibdl alkotott Gsszegek hamazat jelentik, és Anny(H) ={m € M |mh=0VYh € H}
a H C R részhalmaz annullatora M-ben.)

a) aR b) aB c) aJ d) UnV e UUV
fy U+V g) Annpy(B)  h) Anny(J) i) UB j) UJ.
a) Legyen 1 € S < R. Bizonyitsuk be, hogy minden R-modulus S-modulus is, de forditva
nem igaz.

b) Legyen I < R. Mi a kapcsolat az R-modulusok és az R/I-modulusok kozott?

. Hany részmodulusa van az alabbi modulusoknak, és azok hany izomorfiaosztalyba tartoz-

nak?
a) R* mint R-modulus.
b) Z4® Zs ® Zs mint Z-modulus.
c) A 2-elemd test folotti 3 x 3-as matrixok gytirtje, F§X3, onmaga folott.

. Legyen A algebra a K test folott, és legyen M modulus A f6l6tt.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha dimyx M < oo, akkor M végesen generalt mint modulus, de
forditva nem igaz a kovetkeztetés.

b) Lassuk be, hogy ha dimg A < oo, és M végesen generalt modulus A f6l6tt, akkor
dimg M < oo.

. Tekintsiik a K [x] polinomgytird f616tti n-dimenziés modulusokat, ahol K test. A modulus

egy bazisat rogzitve feleltessiik meg a modulusnak azt a matrixot, amely az x hatasat adja
meg az adott bazisban.
a) Mikor lesz ez a modulus egyszert?
b) Mit jelent a matrixokra nézve az, hogy két modulus izomorf?
c) Megadhatjuk-e ezeket a modulusokat termeészetes modon véges dimenzios algebra
(K[z] alkalmas faktoralgebréaja) f616tti modulusként is?
d) Irjuk le az &sszes 2-dimenziés modulust C[xz] f5l6tt izomorfia erejéig!

Az alabb felsorolt modulusosztalyok koziil melyikekben bonthaté minden modulus cik-
likusok, illetve egyszertiek direkt Osszegére? Ha az egész osztalyra nem igaz, milyen
részosztalyra teljesiil a felbonthatosag?

a) vektorterek

b) ferdetest f6l6tti modulusok

¢) Z-modulusok

Legyenek A, B és C részmodulusok az M modulusban, és tegyiik fol, hogy A > C. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.
Legyen M = {{g _ba} | a,beR} és R = {{8 ﬂ | c,deR}. Bizonyitsuk be,

hogy M jobbmodulus R folétt (a természetes matrixszorzassal), és hogy M-nek egyetlen
valodi részmodulusa van.



