Homologikus algebra 1. feladatsor 2017 Gsz

1. a) Hatdrozzuk meg az 0sszes egységelemes 2-dimenzios algebrdt Zo folott izomorfia erejéig!
Keressiink veliik izomorf mdtrizalgebrdkat!

b) Egy 2-dimenzios (nem feltétleniil egységelemes) Zy foldtti algebra { a,b} bdzisdra a* =
ab = a és b> = b. Mi lehet a ba szorzat? Minden izomorfiatipushoz adjunk megfeleld
matrizalgebrdt!

Megoldds: a) Valaszthatunk egy, az l-et tartalmazo bazist: {1,a}. Ezen harom
szorzat egyértelmd: 1-1 =1és 1-a = a-1 = a, tehat csak az a - a értékét kell
kivalasztani az algebra négy eleme, 0, 1, a és 1 + a kozil. Barmelyiket valasztjuk
is, a szorzéastabla disztributiv kiterjesztése altal kapott szorzas asszociativ lesz: ha
szerepel egy béziselemekbdl all6 hdromtényezds szorzatban az 1, akkor az mindkét
oldalon elnyel6dik, ha nem, akkor pedig a? - a = a - a® teljesiil, minthogy a részleges
szorzastablabdl is kideriil, hogy az algebra kommutativ.

Matrixalgebraként is megkaphatjuk a négy algebrat, ha 1 helyett az I egységmaétrixot,
a helyett pedig rendre a [8 (1]} ) H (1]} ) [(1] 8} , illetve “ (1]} matrixot valasztjuk.
(Az, hogy ezek kielégitik a szorzastablat, szintén mutatja, hogy a tablazat altal
definialt algebra asszociativ.)

A felsorolt négy algebra koziil az els6 ketts izomorf: az 1 — 1, a — 1 + a leképezés
kénnyen ellenérizheté moédon izomorfizmust ad meg. A harmadik és negyedik sem
ezekkel, sem egymassal nem izomorf: a harmadiknak csupa idempotens eleme van
(amelyeknek a négyzete 6nmagaval egyenld), a negyedik pedig test: a és 1+ a egymas
inverzei.

b) Itt a ba értékét kell meghatarozni ugy, hogy a béziselemekre teljesiiljon a szorzat
asszociativitdsa. a(ba) = (ab)a = a® = a, tehat az eddigi szorzatok alapjan ba #
0, a+b. A masik két esetet viszont el tudjuk allitani matrixalgebraval. ba = a
esetén az a) rész egyik algebrajat kapjuk, ahol a lesz az egységelem, ba = b esetén

pedig az a = [(1) (1]] és b = l? ?} méatrixok altal generalt algebra mutatja, hogy
a kapott algebra asszociativ, viszont mivel nem kommutativ, nem lehet izomorf az
el6zével.

2. Legyen M € Mod-R, azaz M jobb oldali R-modulus, B balidedlja, J jobbidedlja R-nek,
a € M és UV részmodulusok M-ben. Az alabbiak kézil melyikek lesznek feltétlendil
részmodulusai M-nek? (Az dsszegek komplexusisszegeket, a szorzatok a komplerusszorzat
elemeibdl alkotott dsszegek hamazdt jelentik, és Anny/(H) = {m € M |mh =0Vh € H}
a H C R részhalmaz annulldtora M -ben.)

a) aR b) aB c) aJ d)unV e UUV
f)U+V  g) Annpy(B)  h) Anny(J) i) UB j) UJ.
Megoldds: a) aR részmodulus, a c) speciélis esete.
b) aB nem részmodulus, pl. legyen R = R™*" B é&lljon azokbol a matrixokbol, ame-
lyeknek az elsé oszlopén kiviil nincs nemnulla eleme, M = R, és a = I,,.
¢) aJ részmodulus: aj + aj’ = a(j+ j') € aJ, (aj)r = a(jr) € aJ.
d) U NV részmodulus: ha v,v" € U NV, akkor U-ban és V-ben is benne vannak, tehat
v+ v" és minden vr benne van U-ban és V-ben, igy a metszetiikben is.
e) U UV nem részmodulus, mar vektorterekre sem: R?-ben az z tengely, illetve az y
tengely vektorai alteret alkotnak, de az uniojuk nem zart az osszegre.
f) U+ V részmodulus: (u+v)+ (v +0)=(u+u)+ (v+v")eU+V, és (u+v)r=
ur+ovre U+ V.
g) Anny/(B) részmodulus: ha mb = m’b = 0 minden b € B-re, akkor (m + m/')b =
mb +m'b =0 és (mr)b = m(rb) = 0 minden r € R-re, ugyanis rb € B.
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h)

b)

Annps(J) nem feltétleniil részmodulus. Legyen R = R™™ ™ mint a b) részben, J
alljon azokbol a méatrixokbol, amelyeknek az els§ soran kiviil csak 0 elemei vannak,
és M = R" alljon sorvektorokbol. Ekkor Ann,s(J) azokbol a sorvektorokbol all,
amelyeknek az els6 eleme 0, de ezek nem alkotnak részmodulust (Mg kiilonben is
egyszerti).

Nem részmodulus. Legyen R = R™ ", U = M = R" alljon az n-dimenzioés sorvek-
torokbol, és legyen B azon méatrixok halmaza, amelyeknek az elsé oszlopan kiviil csupa

0 eleme van. Ekkor UB = {[z,0,...,0] |z € R}, ami nem részmodulus.
Részmodulus.
Legyen 1 € S < R. Bizonyitsuk be, hogy minden R-modulus S-modulus is, de forditva

nem 1gaz.
Legyen I < R. Mi a kapcsolat az R-modulusok és az R/I-modulusok kézott?

Megoldds:  a) Az nyilvanvald, hogy egy R-modulus az S-beli elemekkel valo szorzésra

is zart. A forditott irdnyt tobbféleképpen lehet értelmezni. Egyrészt egy R-modulus
S-részmodulusa nem feltétleniil R-részmodulus (pl. Rp-nek Z-részmodulusa Z, de
nyilvain nem R-részmodulusa), méasrészt egy S-moduluson tobbnyire nem lehet tugy
definialni az R-beli elemekkel valo szorzast, hogy az eredeti modulusmiiveleteket meg-
tartsuk, és R-modulust kapjunk, pl. R =R, S = Z esetén M = Z < Ry nyilvin nem
tehet6 R-modulussa, mert a szamossaga is til kicsi.

Minden R/I-modulus R-modulus is (az mr := m(r+1) szorzéssal), és egy R-modulus,
M pontosan akkor R/I-modulus, ha M = 0 (ekkor az m(r + I) = mr szorzat jol van
definidlva, és az axioméak teljesiilése kovetkezik az R-modulus tulajdonsagaibol).

4. Hdany részmodulusa van az aldbbt modulusoknak, és azok hdny izomorfiaosztdlyba tartoznak?

a)
b)
¢)

R* mint R-modulus.
Ly ® Zo @ Zs mint Z-modulus.
A 2-elemd test folotti 3 x 3-as mdtrizok gyiridje, IF%X?’, onmaga félott.

Megoldds: a) A test f6lotti modulusok vektorterek, és R*-ben mar egy dimenzios altérbsl

b)

is végtelen sok van. Viszont az azonos dimenziés alterek mind izomorfak egymaéssal,
igy az izomorfiatipusuk csak 6tféle lehet.

Véges Abel-csoportoknak minden p primhez egyetlen p-Sylow-részcsoportjuk van,
amely tartalmazza az Gsszes p-hatvanyrendi elemet. Igy G = Z4 ® Zy ® Zs-nek min-
den H részcsoportja H = P®Q alaka, ahol P < Zy®Zs és Q < Zs. @ nyilvan
csak kétféle lehet. Z4 ® Zy negyedrendii elemet tartalmazo valodi részcsoportjaibol
(2 Z4) csak 2—22 darab van (a negyedrendii elemekbdl 2-2 ugyanazt a részcsoportot
generalja), a tobbi valodi részcsoport a Zo @ Zg Gt részcsoportjanak valamelyike. Igy
a G csoportnak Osszesen (1 + 2+ 5) -2 = 16 részcsoportja van, és ezek 5 -2 = 10
izomorfiatipushoz tartoznak (P = Z4 ® Za, Ly, Lo ® Lo, Lo vagy 0, és Q = Zs vagy
0).

Legyen R = K3*3, ahol K = Fy. Az Rp részmodulusai kélcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetSk a benniik levé métrixok oszlopai altal generalt altereknek a K3 = IF%—
ben a kévetkez6 moédon. Legyen e; = E4; az a matrix, amelynek egyetlen nem 0 eleme
az (1,1) helyen allo 1. Ekkor Re; azokbol a matrixokbol all, amelyeknek az els§ os-
zlopan kiviil minden eleme 0, tehat (Rej)x = K3, tovibba ReyR = R. M < Rp-re
Mey < (Rey)g,migV =Ve; < (Rej)g-raVe R < Rp. Ez akét leképezés egymaés in-
verze: MeiR = MReiR= MR = M, és VeiRe; = Vey. Tehat Ry részmodulusainak
szdma a K3 vektortér altereinek szama, azaz 1+74+7+1 = 16. Radasasul M = N akkor
és csak akkor, ha Me; = Ney (azaz, ha dimg Me; = dimg Nej), mert mindegyik
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izomorfizmust egy invertalhatéo matrixszal valo balszorzas valositja meg (a modulus-
izomorfizmusok K3*3 516tt egyuttal vektortér-izomorfizmusok is, és egy r € R e-
lemmel valé balszorzas mindig modulus-homomorfizmus), igy a részmodulusoknak 4
izomorfiatipusa van.

5. Legyen A algebra a K test folott, és legyen M modulus A folitt.
a) Bizonyitsuk be, hogy ha dimyx M < oo, akkor M wvégesen generdlt mint modulus, de

forditva nem igaz a kovetkeztetés.

b) Ldassuk be, hogy ha dimg A < oo, és M wvégesen generdlt modulus A folott, akkor

dimg M < 0.

Megoldds:  a) Az M modulus K-bézisa nyilvan generatorrendszere M-nek mint modu-

lusnak. Maésik iranyban nem igaz: legyen M egy megszamlalhaté dimenzios vektortér
{b1,ba,...} bazissal. Legyen ¢ € End(M) az az endomorfizmus, amely minden b;
béaziselemet b;1-be visz, is legyen A az End(M)-nek a ¢ altal generalt részalgebraja.
Ekkor M-et mint A-modulust generalja a b; elem, tehat nemcsak végesen generalt,
hanem ciklikus is, de vektortérként végtelen dimenzios.

Ha {uy,...,uy } az M4 egy generatorrendszere, és {by,...,b, } az Ax egy bézisa,

n
akkor minden u € M felirhat6 > w;a; alakban, ahol a; € A minden i-re, vi-
i=1

m
szont az a; elemek felirhatok a; = '21 Aijb; alakban, igy u = Z)\ijuibj. Tehat
j= i,j
{wbj|i =1,...,n, j = 1,...,m} generalja M-et mint vektorteret, és ennek egy
alkalmas részhalmaza béazisa M g-nak.

o

6. Tekintsik a K|x] polinomgydrd folétti n-dimenzios modulusokat, ahol K test. A modulus
egy bazisdat régzitve feleltessiik meg a modulusnak azt a mdtrizot, amely az x hatdsdt adja
meg az adott bdzisban.

a) Mikor lesz ez a modulus egyszerd?
b) Mit jelent a mdtrizokra nézve az, hogy két modulus izomorf?
c) Megadhatjuk-e ezeket a modulusokat természetes mddon véges dimenzids algebra (K |z

alkalmas faktoralgebrdja) folotti modulusként is?

d) Irjuk le az dsszes 2-dimenzids modulust Clx] folott izomorfia erejéig!

Megoldds: —a) Az M modulus akkor egyszert, ha M-nek mint vektortérnek nincs valodi

A-invarians altere, mert éppen az A-invarians alterek lesznek részmodulusok. Legyen
az A matrix miniméalpolinomja m(z) = 2* +cx_12¥ 1 +... 4+ c12 + ¢g, ahol a Cayley—
Hamilton-tétel miatt degm(z) = k < n. Egy tetszéleges 0 # v € M elemre az
My tér {v,vA,vA2, ... vA*~1} altal generalt altere A-invarians, mert az elss k — 1
elem A-val vett képe benne van a generatorelemek kozott, a k.-nak a képe pedig a
minimalpolinom felhasznalasaval vA¥ = —ve,_1 AF=1— ... —vei A—wveg is benne van a
generalt altérben. Tehét ha nincs valodi invarians altér, akkor degm(z) = n, és igy a
karakterisztikus polinom (—1)"m(x). Tovabba a miniméalpolinomnak irreducibilisnek
kell lennie, mert ha m(x) = f(z)g(z) nem trivialis felbontés, akkor Im f(A) invarians
altér, és nem 0, mivel akkor kisebb fokt lenne a minimalpolinom, tovabba az egész
tér sem lehet, mert akkor f(A)g(A) = 0 miatt vg(A) = 0 lenne minden v € M-re,
ami megint ellentmond annak, hogy m(z) a minimalpolinom. Azt kaptuk, hogy ha a
modulus egyszert, akkor az A méatrix karakterisztikus polinomja irreducibilis.
Forditva, ha a karakterisztikus polinom irreducibilis, akkor megegyezik a minimal-
polinom (—1)™-szeresével (méskiilonben a minimalpolinom valodi 0szt6 lenne), és M-
nak nem lehet valodi invarians altere, mert az A erre az altérre val6 megszoritasanak
a miniméalpolinomja az A miniméalpolinomjanak kisebb foku (legféljebb az altér di-
menziojaval megegyezd foku) osztdja lenne.
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b) Legyen V-n az x hatasa az o, W-n a (3 linearis transzformécio, és V-nek B, W-nek a
C a kijeldlt bazisa, végiil [a]s = B és [f]() = C méatrixok. Ha a két modulus izomorf,
akkor van egy olyan ¢ vektortér-izomorfizmus, ami felcserélheté az x hatéséaval, azaz
ap = @f. Legyen P ennek a ¢ izomorfizmusnak a matrixa a (B,C) bazispar szerint.
Ekkor

[ae](s,c) = [a]slel(s,c) = BP és
Bl B,c) = [¥lB,0)Ble = PC,

amibsl BP = PC, azaz C = P~ BP, igy a két matrix hasonlé.

Forditva, ha a két matrix hasonl6, akkor van olyan P invertalhat6, amelyre C' =
P71BP, és ha ezzel a P-vel definidlunk a megadott (B, C) bazispar szerint egy izomor-
fizmust V-b6l W-be, akkor a fentiek miatt modulusizomorfizmust kapunk.

c) Igen, ha az A matrix minimalpolinomja m(z), akkor m(x) annullalja az egész mo-
dulust, igy az modulus lesz a K[x]/(m(x)) faktoralgebra f6lott is, ami véges di-
menzi6s (1,z,...,z% 1 vektortér-generatorrendszerét adja a faktoralgebranak, ahol
k = degm(x)).

d) A 2 x 2-es komplex méatrixok hasonlosagi tipusait kell felsorolnunk a b) rész szerint.
Ezek pedig a Jordan-normalalakokkal jellemezhetSk: a diagonalis métrixokhoz tartozé

modulusok két kiilonb6z6 vagy egy sajatértékkel, és a {0 /1\} alakt maétrixokhoz

tartoz6 modulusok adjak a lehetséges izomorfiatipusokat.

Az alabb felsorolt modulusosztdalyok kozil melyikekben bonthato minden modulus ciklikusok,
illetve egyszeriek direkt osszegére? Ha az egész osztdlyra nem igaz, milyen részosztdlyra
teljestil a felbonthatdosdg?

a) vektorterek

b) ferdetest folotti modulusok

¢) Z-modulusok

Megoldds: a) Minden vektortérnek van béazisa, a vektortér pedig a béziselemek é&ltal
generalt ciklikus modulusok direkt Osszege. Ezek a ciklikus modulusok egytuttal
egyszertick is: A, u # O-ra pv = £(Av), tehat barmelyik nem nulla eleme kigeneralja
a tobbit.

b) Koénnyen belathato, hogy a ferdetest feletti modulusok ugyantigy viselkednek, mint a
vektorterek, tehat ezek is egyszertiek direkt 6sszegére bomlanak.

c) A Z-modulusok az Abel-csoportok. A véges Abel-csoportok alaptétele szerint minden
véges Abel-csoport felbonthato ciklikusok direkt Osszegére. Egyszertiek (p-edrendd
ciklikusok) sszegére viszont altalaban nem (pl. a Z4 sem). A végesen generalt Abel-
csoportok is felbonthatok ciklikusok direkt Gsszegére, de ez sem teljesiil minden Abel-
csoportra.

Legyenek A, B és C részmodulusok az M modulusban, és tegyiik fol, hogy A > C. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor AN (B+C)=(ANB)+C.

Legyen M = {{8 _ba] ‘ a,beR} és R = {{8 CCZ] } c,dER}.Bizonyz’tsuk be, hogy

M jobbmodulus R folott (a természetes mdatrizszorzdssal), és hogy M -nek egyetlen valodi
részmodulusa van.



