Homologikus algebra 4. feladatsor 2017 Gsz

. Bizonyitsuk be, hogy ha I' véges graf n csiuccsal, €s e; az i. csiucsbol kiindulo 0 hosszusdgu
ut, akkor a KT grdfalgebrdban az e; KT' részmodulusok direkt felbonthatatlanok (tehdt e;
nem bonthatd fel e; KT'-beli ortogondlis idempotensek dsszegére), de e; KT'-ban eldfordulhat
a 0-n és e;-n kivil mds idempotens is.

Megoldas: Ha e; KT felbonthato, akkor e; két e; KI'-beli ortogonalis idempotens 0sszegére
bomlik, azaz e; = f1 + f2, ahol fi = Xe; +u, fo=(1—ANe; —u, A€ K, u pedig i-bdl
indul6 legalabb 1 hosszusagu utak linearis kombinacioja. Ekkor fifo = 0-bol A(1 — A)e; +
((1 = Xj)ue; — Au) = 0 kovetkezik. Minthogy a masodik dsszeadand6 csak 0-nal hosszabb
utakbol all, A(1 — A\) = 0, azaz A = 0 vagy 1, feltehets, hogy A = 0. De ekkor f; = u
nem lehet idempotens, mert ha a benne nem nulla egyiitthatéval szereplé utak minimaélis
hossza k, akkor u?-ben csak legalabb 2k hosszii utak szerepelnek.

Maés idempotens azért létezhet. Legyen példaul I' egy kétcstucsu graf egyetlen « éllel
1-b6l 2-be. Ekkor e; + a € e1 KT is idempotens, de a kiegészit&je, —a nem idempotens (és
nem is ortogonalisak).

. Adjuk meg az A algebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusainak Loewy-diagramyjdt,

ha A= KT'/I, aholT: i—o‘>2 v €és
B

a) I = (ay,v* 7B, aba, Baf);
b) I=(ay?~*— Ba,af).

1 2
Megoldds: a) Ay = 2 @ 12

1 2
b) Aa= 2@ 12,
1 2

. Lehet-e az alabbi eqy KT'/I algebra requldris jobbmodulusinak Loewy-diagramja? Ha igen,

adjuk meg a I' grafot és az I idedlnak egqy generdtorrendszerét!
1

1
a) 585 b)122@122 c) ,H3D3
2

Megoldds:  a) Nincs ilyen algebra. Ugyanis ennek az algebranak a grafja csak

1 2

(0%
o——>0 B

lehetne, de a masodik komponensbél leolvashato, hogy 32 = 0, mig az els6 komponensbél
azt latjuk, hogy a3? # 0, ami ellentmondés.

b) Az algebra grafja
s
OO
a 1)

és [ = (042, /877 Oéﬁ - /857 7047’767 527 57)
c¢) Az algebra grafja 1 — 2 i>3, és I = (ap).
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12
. Legyen A = KT'/I az az algebra, amelynek reguldris jobbmodulusa A4 = g &) g . Hatdarozzuk

1
meqg az 1 2 modulus dsszes részmodulusdt €s az ezekkel vett faktorainak Loewy-diagramjdt!
2

Megoldds: Az algebra grafja I :

1 N 2
)
1
és A = KT'/(aB?,5%). Nevezziik el az M = 12 modulus baziselemeit b1, ¢y, ba, co-nek,

ahol Me; = (by,c1), Mes = (b, c2) gy, hogy a modulus

C1
|
b1 C2
™
ba

Legyen U < M. El6szor tegyiik fel, hogy Ue; # 0. Ha U-ban van u = Abj +uc; alaki elem,
ahol p # 0, akkor ua = by + pico, és uafS = pubs miatt bo, co € U, tehat vagy U = M, vagy
U haromdimenzios, és bazisa { Aby + pcy, ¢z, b2 }. Legyen ez U,. Ezeknek a modulusoknak

1
a Loewy-diagramja 2 (a Loewy-diagramhoz tartozo bazis a { Aby + pcy, Aba + pca, ba }).

Ha Ue; # 0, de csak \b; alaka elemeket tartalmaz, akkor by € U, és ebbdl by € U is
kovetkezik. Igy Uey vagy Meo-vel egyezik meg, vagy egydimenzios, tehat a részmodulus
vagy (b1, by, co) = 122 , vagy (b1, be) = é Ha Ue; = 0, és U = Ues-nek van u = Abg + e

alakt eleme p # O-val, akkor uf8 = pby € U, igy ba,co € U, és U = (c2,b2) = 5. Ha ilyen

elem sincs Ueg-ben, de U # 0, akkor U = (by), és a Loewy-diagramja 2. Igy a végtelen sok

(de egymassal izomorf) U, részmoduluson kiviil, de a 0-t is beleszamitva 6 részmodulus

van. A faktormodulusok Loewy-diagramjukkal felirva: 0, 1, %, 11, 16 %, és maga

M.

2

Y 122), illetve a

. Hdany dimenzids az 3.b) feladatban megadott A algebra folott a Hom(

Hom( 1,2, 2,) vektortér?

Megoldds: Legyen M = 122 és N = 122. Az M Loewy-diagramjanak tetején levs szamnak
megfelels generatorelemet csak a kétdimenzios Nes altérbe képezhetjiik, és van két ilyen
fiiggetlen homomorfizmus: M-et S(1)-gyel lefaktorizalva, a g modulust beagyazhatjuk N-
be, illetve az M /(1 @ 2) = 2 faktormodulust beagyazhatjuk N-be tugy, hogy a kép az
N Loewy-diagramjanak aljan levs szamnak megfelel§ egydimenzios részmodulus (ez az N
talpa, azaz az egyszerd részmodulusok generatuma). Igy dimg Hom( %, 1,2) = 2.
N-nek nyilvan nincs monomorfizmusa M-be (a dimenzidok miatt ennek izomorfiz-
musnak kellene lennie), és konnyen lathato, hogy N minden nem nulla részmodulusa
tartalmazza az N talpat, S(2)-t, tehat a homomorfizmusok valdjaban S(1)® S(2)-bdl
mennek. Ez viszont csak az M, szintén S(1) @ S(2)-vel izomorf talpaba képzédhet. A

Hom(1 @ 2, 1 @ 2) vektorteret generaljak a myt1 és mato morfizmusok, tehat 2-dimenzios.
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1
. Ap = % &) 123 ® 3 reguldris modulusi algebra folotti X = 5 ésY = 2 modulus projektiv

felolddsdt, illetve a 4. feladatban szerepld modulus projektiv felolddsdt!
Megoldds:

Az utobbi sorozatban a morfizmusok magjai felvaltva g és 2.

Irjuk fel az A = KT/I algebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusainak Loewy-
diagramgat, ha

T:1722723, = (aB,Ba—~0,88,57).
8 5

1 2
Legyen A az a grdfalgebra, amelynek requldris modulusa A = % b 123 S5 g Adjuk meg a

hdrom egyszerd modulus projektiv felolddsadt!



