Homologikus algebra 5. feladatsor 2017 Gsz

. Bizonyitsuk be, hogy

a) ha « és B epimorfizmus, akkor af is az;
b) ha o és B monomorfizmus, akkor af is az;
¢) ha af epimorfizmus, akkor B is az;

d) ha aff monomorfizmus, akkor o is az!

Megoldds:  a) (aB)y = (af)d = a(By) = a(Bd), és a epi. = [y = B0, és [ epi. =
v =4.
b) v(aB) =d§(af) = (ya)B = (da)B, és f mono. = ya = da, és a mono. = y = 4.
c) By =p0d = afy = afd, és af epi. = v =0.
d) ya =da = yaf = daf, és aff mono. = vy = 4.

. Bizonyitsuk be, hogy Mod-R-ben az epimorfizmusok éppen a szirjektiv homomorfizmusok,
a monomorfizmusok pedig az injektiv homomorfizmusok.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy X 3Y sziirjektiv, és ay = ad. Ekkor Vo € X-re zay = zad,
s mivel «a sziirjektiv, minden y € Y-hoz van x € X, hogy y = xa, igy yy = yd minden
y € Y-ra, azaz 7 = §. Tehat a epimorfizmus.

Most tegyiik fel, hogy X =Y nem sziirjektiv, igy Y1 := Ima < Y. Legyen v:Y — Y/Y;
a természetes faktorizalo leképezés, és § : Y — Y/Y; a O-leképezés. Ekkor ary = ad = 0,
viszont Im~y =Y /Y7 # 0 = Imd, ezért v # 6. Tehat o nem epimorfizmus.

Tegyiik fel, hogy X 3Y injektiv, és ya = da valamely 7,8 : U — X-re. Ekkor minden
u € U-ra uya = uda, és « injektivitasa miatt ebbdl uy = ud koévetkezik. Ezért v = 9,
vagyis a monomorfizmus.

Most tegyiik fel, hogy X =Y nem injektiv. Legyen X; = Keraw # 0. Hav: X; — X a
természetes beagyazas, és 0 : X1 — X a 0-leképezés, akkor va = da, de Kery =0 < X; =
Ker d, ezért v # §, vagyis @ nem monomorfizmus.

. Legyen K az a kategoria, amelynek egyetlen a objektuma van, és S = Hom(a, a) egy véges,
egységelemes félcsoport, amelyben 1 :=id,. Melyek lesznek Hom(a, a)-ban az epimorfizmu-
sok €s a monomorfizmusok?

Megoldas: Egy b € S elem akkor és csak akkor epimorfizmus, ha balrél egyszertisiteni
lehet vele, azaz ha bxr = by = x = y. Ez viszont azt jelenti, hogy a b-vel val6 balroél
szorzas injektiv leképezés S-bél S-be. Mivel feltettiik, hogy S véges, ebbdl a leképezés
sziirjektivitasa is kovetkezik, ezért a leképezés permutéacioként hat S-en, kévetkezésképpen
valamilyen n > 0-ra b™ = 1, és igy b invertalhat6. Ugyanigy kijon, hogy ha b monomorfiz-
mus, akkor b invertalhato (csak ott a jobbrol szorzas injektivitasat hasznaljuk). Forditva,
minden invertalhaté elemmel egyszertsiteni lehet (barmelyik oldalrél): bxr = by =
x = b bz = b~ by = y, és ugyanigy a jobb oldalon, igy ezek epimorfizmusok és monomor-
fizmusok is. Osszefoglalva: b € S-re ekvivalens, hogy

(i) b epimorfizmus;

(ii) b monomorfizmus;
(iii) b invertalhato;
(iv) In > 0" = 1.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy additiv kategoridban véges sok objektum szorzata és koszorzata
megegyezik!
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Megoldas: Két objektum szorzatara bizonyitjuk az allitast, véges sok objektum szorzatara
hasonléan megy. Feltessziik, hogy létezik a szorzat (ez mindenképpen teljesiil, ha a
kategoria additiv, és nemcsak preadditiv), és belatjuk, hogy ez az objektum egyuttal ko-
szorzat is.

Jeloljiikk X és Y szozatat X []Y-nal, és tartozzanak hozza a X 2 X [[Y 2 Y mor-
fizmusok. A szozat univerzalis tulajdonsagabol kovetkezik az alabbi ¢; : X — X []Y és
2:Y = X [[Y morfizmusok létezése, amelyek a diagramokat kommutativva teszik.

- XHY - - XHY -
1 2 1 2
X Ll: Y X :LQ Y
BN X 4 NS Y e

Vegyiik észre, hogy ekkor ¢;m; = 0, ha ¢ # j, és ;m; az X, illetve Y identikus morfizmusa.
Belatjuk, hogy t171 +to7m2 a szorzat identikus morfizmusa. Valoban, ez kovetkezik az alabbi
diagram kozépsé morfizmusanak egyértelmiiségébdl.

XIIY

/\

T1l1 |—|— T2l

;\/

XIIY

Tegyiik fel most, hogy adva van két morfizmus X 23 M EY. Ekkor létezik az alabbi
diagramot kommutativva tevé ¢:

X

L1
X /<P Y

e

¢ = mip1 + T2 meglelel, ugyanis 119 = umpr + umepe = dxer + 0p2 = @1, és
hasonloan o = 2. Még a ¢ egyértelmiiségét kell belatnunk. Ha egy ¢ : X [[Y — M
is megfelel k6zépsé morfizmusnak, akkor 119 = @1 és 129 = 9, tehat ¢ = idXHY¢ =

Y

\LQ

S =

(T1e1 + Tota)) = TiL1) + Toto®) = Tip1 + Taps = . Igy X]J]Y valoban az X és az Y
koszorzata.

. A kovetkezdk kozil melyik definidl funktort a morfizmusokon wvald természetes hatdssal
eqyutt?
a) G — G’ a csoportok kategoridjiban;
b) G — Z(G) a csoportok kategoridjaban;
c) A t(A) az Abel-csoportok kategoridjiban, ahol t(A) az A torzidrészcsoportja, azaz
véges rendi elemeinek csoportja.
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Megoldds: a) Ha ¢ : G — H csoport-homomorfizmus, akkor

Go= (@ Yy laylz,ye G o= {(ze) (yp) " (zp)(yp) |z,y € G) < H,

tehat a morfizmusokon definidlhatjuk a funktort ugy hogy ¢ képe ¢ |g/, azaz a
kommutéator-részcsoportra valdé megszoritas legyen. Igy nyilvan kovarians funktort
kapunk.

b) Az el6z6 modszer itt nem miikodik, mivel a csoporthomomorfizmus a centrumot nem
feltétleniil képezi a centrumba. Es valoban nem lehet sem kovaridns sem kontravarians
funktort definiélni a morfizmusokon. Tekintsiik példaul a Cy = {1, a } ciklikus csopor-
tot és a D3 = (f,t) diéder csoportot, ahol f az egyik forgatas és t az egyik tiikrozés.

Legyen tovabba Co = Ds LN Cs,ahola:a—t, B: f—1, t— a. Ekkor af =idc,,
tehat F(aB) = idz(c,) = idg,. Viszont Z(D3) = 1, tehédt o és 3 képe is csak a trividlis
homomorfizmus lehet, és igy a képek szorzata (akar invaridns akar kovarians lenne a
funktor) csak az azonosan 1 homomorfizmus lehetne.

c) Az a) részhez hasonldoan itt is kovaridns funktort tudunk definialni, mert a
torziorészcsoportot minden homomorfizmus torzidrészcsoportba képezi.

Egy kategoridban

,
v 5’ SD#

Yy U—Y U —Y U—>Y

|p pullbackje 5| 4 |5 haV 5| oy |p T Lo s

X—>Z X—>Z X—>7Z X—>Z

6. Bizonyitsuk be, hogy Mod-R-ben mindig létezik pullback (U = {(x,y) |za = yB}). Fogal-
mazzuk meg a pullback dudlisdt, a pushoutot, és bizonyitsuk be, hogy Mod-R-ben mindig
létezik pushout (U =X @Y/{(za,—28)|z¢€ Z}).

Megoldds: Az X%z~ vy diagramra legyen X&U#Y, ahol U = {(z,y) €
X®Y|za = yB}, tovabba 0 és v az els6, illetve masodik komponensre vald vetités
megszoritasa U-ra: (z,y)d = x és (z,y)y = y. Ekkor (z,y) € U-ra (z,y)da =
za = yB = (z,y)ypB, igy da = vB. A harmadik diagram U’-jéhez a morfizmus pedig
W = (W, u'y) € U, ugyanis v'd’'a = v’y miatt ¢ valoban U-ba képez, és nyilvan
miivelettart6. Tovabba
u'pd = (ud u~)o =u'd = pd =0, és
u'py = (u'd Uy )y =u'y = oy =4
Végiil ¢ egyértelmd, mert u'¢ elsé komponense u'pd = u'd’" és a masodik komponense
u' oy = /v, ha ¢ kielégiti a feltételeket.

A pushoutot kénnyen definidlhatjuk a nyilak megforditasaval (itt a diagramokat is
tiikrozve rajzoltuk fel):



Hf1.

Hf2.
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75y 75y 725y
ai pushoutja al # \L"y ha V al # i,y/
X X—=>U X >U

Az X<z Dy diagramhoz vegytik a V := {(za, —20) | z € Z } részmodulussal vett U =

X ®Y/V faktormodulust, és az X Uy diagramot, ahol zd = (z,0) és yy = (0, y).
Ekkor minden z € Z-re zad = (z,0) = (2a,,0) — 0 = (2, 0) — (zer, —28) = (0, 28) = zP37.
A harmadik diagram U’-jéhez a morfizmus (z,y)p := 8’ +yy' € U’. Ez jol van definidlva,
mert ha (z,y) = (2/,y), akkor (x —a', y—y') = (2c, —23) alaku, tehat (zd’ +y7') — (/6" +
YY) =(x—a")d + (y—y' )y =206 — 287 = 0, és ¢ nyilvan miivelettart6 is. Tovabba
xdp = (2,0)p = 26" és yyp = (0,y)p =y = dp = &' és yp = +'. Végiil ¢ egyértelm,
mert ha kielégiti a feltételeket, akkor (z,y)p = ((x,0) 4+ (0,y))p = zdp + yyp = xd" + yv'.

Bizonyitsuk be, hogy ha modulusok pullbackjében vagy pushoutjiban o vagy B monomorfiz-
mus, illetve epimorfizmus, akkor a vele “pdrhuzamos” nyil is ilyen!

Megoldas: Elég a-ra bizonyitani az allitast. Az epimorfizmus esete hézi feladat. Tegyiik fel,
hogy a pullbackban « monomorfizmus, azaz (mivel moduluskategoriarol van szo) injektiv
homomorfizmus, és hasznaljuk a 6. feladat jeloléseit és konstrukcidjat. Belatjuk, hogy ~
is injektiv. Legyen u = (x,y), ahol zaa = y5. Hauy=0= y =0 = za = yS = 0, s mivel
a injektiv, ebbd6l x = 0, igy u = 0 is kovetkezik.

Most tegylik fel, hogy a pushout « leképezése injektiv, és valamely y € Y-ra yy =
(0,y) = 0. Ekkor (0,y) = (2, —23) valamely z € Z-re, tehat za = 0, de « injektiv, igy
z2=0,és ebbsl y=—28=08=0.

Bizonyitsuk be a 7. feladat dllitasdt arra az esetre, amikor eqy pullbackban, illetve pushout-
ban a epimorfizmus! (Haszndlhatjuk az 6. feladatban megadott konstrukcickat!)

Bizonyitsuk be, hogy az eqységelemes gyirik kategoridjaban a Z — Q bedgyazds epimorfiz-
mus, bdr nem sziirjektiv!



