
Homologikus algebra 6. feladatsor 2019 ősz

1. (3× 3-lemma) Tegyük fel, hogy az alábbi kommutatív diagram sorai egzaktak.

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → X ′ → Y ′ → Z ′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → X → Y → Z → 0
↓ ↓ ↓

0 → X ′′ → Y ′′ → Z ′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 0 0

a) Bizonyítsuk be, hogy ha a középső oszlop egzakt, akkor első oszlop akkor és csak akkor
egzakt, ha a harmadik az.

b) Mutassuk meg, hogy az első és utolsó oszlop egzaktságából együtt sem következik,
hogy a középső oszlop egzakt.

2. Tekintsük az f•:

· · · → 0 → Z4

1 7→4
−→ Z8 →→ Z2 → 0 → · · ·

↓ ↓ ↓

· · · → 0 → Z8

1 7→2
−→ Z8

1 7→4
−→ Z8 → 0 → · · ·

láncleképezést, ahol a felső lánckomplexus X•, az alsó Y•, és a lefelé menő nyilak (f•)
természetes beágyazások.

Határozzuk meg a 0• → X•

f•
−→ Y• → Coker f• → 0• rövid egzakt sorozathoz tartozó

hosszú egzakt sorozatot!

3. Számítsuk ki az

a) AA =
1

2

1

⊕ 2

1 3
⊕ 3 reguláris modulusú algebra fölötti X = 1

2
és Y = 2 modulus

projektív feloldását;

b) az AA =
1

2

2

⊕
2

2

2

reguláris modulusú algebra fölötti
1

1 2

2

modulus projektív feloldását;

c) a Z2 Abel-csoport injektív feloldását.

4. Számítsuk ki a 3.a) feladat X modulusára a csonkolt projektív feloldásnak a Hom(−, 1

2
)

kontravariáns funktornál vett képét, és a kapott komplexus kohomológiáinak dimenzióját!

Hf1. Bizonyítsuk be a komplexusok 0• → X• → Y• → Z• → 0• rövid egzakt sorozatához tartozó
hosszú egzakt sorozatban az egzaktságot Hn(Y•)-nál!

Hf2. Tekintsük az f•:

· · · → Z4

0
−→ Z2

≻→ Z4

0
−→ Z2

≻→ Z4 → · · ·

↓ 0 ↓ id ↓ 0 ↓ id ↓ 0

· · · → 0 −→ Z2 −→ 0 −→ Z2 −→ 0 → · · ·

láncleképezést, ahol a felső lánckomplexus X•, az alsó Y•.
Határozzuk meg a 0• → Ker f• → X• → Y• → 0• rövid egzakt sorozathoz tartozó hosszú
egzakt sorozatot!


