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1. Legyen M € Mod-R, azaz M jobb oldali R-modulus, B balidedlja, J jobbidedlja R-nek,
a € M és UV részmodulusok M-ben. Az alabbiak kozil melyikek lesznek feltétlentil
részmodulusai M-nek? (Az dsszegek komplexusdsszegeket, a szorzatok a komplexusszorzat
elemeibdl alkotott dsszegek hamazdt jelentik, és Anny(H) = {m € M |mh=0Vh € H}
a H C R részhalmaz annulldtora M -ben.)

a) aR b) aB c) aJ d)unVv e UUV
f)U+V  g) Anny(B)  h) Anny(J) i) UB j) UJ.
Megoldds:  a) aR részmodulus, a c) specialis esete.

b) aB nem részmodulus, pl. legyen R = R™ " B élljon azokbol a matrixokbol, ame-
lyeknek az elsé oszlopan kiviil nincs nemnulla eleme, M = R, és a = I,,.

c) aJ részmodulus: aj +aj’ = a(j+j') € aJ, (aj)r = a(jr) € aJ.

d) U NV részmodulus: ha v,v" € U NV, akkor U-ban és V-ben is benne vannak, tehét
v + v’ és minden vr benne van U-ban és V-ben, igy a metszetiikben is.

e) U UV nem részmodulus, mér vektorterekre sem: R2-ben az x tengely, illetve az y
tengely vektorai alteret alkotnak, de az uniojuk nem zart az osszegre.

f) U+ V részmodulus: (u+v)+ (v +v') = (u+u)+ (v+0)eU+V,és (utv)r=
ur+ovrelU+V.

g) Annps(B) részmodulus: ha mb = m’b = 0 minden b € B-re, akkor (m + m')b =
mb+ m/b =0 és (mr)b = m(rb) = 0 minden r € R-re, ugyanis rb € B.

h) Annj/(J) nem feltétleniil részmodulus. Legyen R = R"™™ "™ mint a b) részben, J
alljon azokbol a méatrixokbol, amelyeknek az els6 soran kiviil csak 0 elemei vannak,
és M = R" alljon sorvektorokbodl. Ekkor Annjs(J) azokbol a sorvektorokbol all,
amelyeknek az els§ eleme 0, de ezek nem alkotnak részmodulust (Mp kiilonben is
egyszeri).

i) Nem részmodulus. Legyen R = R™*" U = M = R" éalljon az n-dimenziés sorvek-
torokbol, és legyen B azon matrixok halmaza, amelyeknek az els6 oszlopan kiviil csupa
0 eleme van. Ekkor UB = {[z,0,...,0]| z € R}, ami nem részmodulus.

j) Részmodulus.

2. a) Legyen 1 € S < R. Bizonyitsuk be, hogy minden R-modulus S-modulus is, de forditva
nem igaz.

b) Legyen I 9 R. Mi a kapcsolat az R-modulusok és az R/I-modulusok kozétt?

Megoldds:  a) Az nyilvanvald, hogy egy R-modulus az S-beli elemekkel valo szorzasra
is zart. A forditott iranyt tobbféleképpen lehet értelmezni. Egyrészt egy R-modulus
S-részmodulusa nem feltétleniil R-részmodulus (pl. Rp-nek Z-részmodulusa Z, de
nyilvain nem R-részmodulusa), méasrészt egy S-moduluson tobbnyire nem lehet tugy
definialni az R-beli elemekkel valo szorzast, hogy az eredeti modulusmiiveleteket meg-
tartsuk, és R-modulust kapjunk, pl. R =R, S = Z esetén M = Zs € Mod-Z nyilvan
nem teheté R-modulussa, mert az utébbi nem trivialis vektortér lenne, és igy végtelen
sok elemének kellene lennie.

b) Minden R/I-modulus R-modulus is (az mr := m(r+1) szorzassal), és egy R-modulus,
M pontosan akkor R/I-modulus, ha M I = 0 (ekkor az m(r + I) = mr szorzat jol van
definialva, és az axiomak teljesiilése kovetkezik az R-modulus tulajdonsagaibol).

3. Hany részmodulusa van az aldbbi modulusoknak, és azok hdny izomorfiaosztdalyba tartoznak?
a) R* mint R-modulus.
b) 24 ®Zo® Zs mint Z-modulus.
c) A 2-elemi test folotti 3 x 3-as mdtrizok gyirije, ngg’, onmaga félott.
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Megoldds: a) A test f6l6tti modulusok vektorterek, és R*-ben mar egy dimenzios altérbol

b)

is végtelen sok van. Viszont az azonos dimenziés alterek mind izomorfak egymaéssal,
igy az izomorfiatipusuk csak otféle lehet.

Véges Abel-csoportoknak minden p primhez egyetlen p-Sylow-részcsoportjuk van,
amely tartalmazza az sszes p-hatvanyrendii elemet. Igy G = Z4 ® Zo @ Zs-nek min-
den H részcsoportja H = P®Q alakd, ahol P < Zys®Zs és Q < Zs. @ nyilvan
csak kétféle lehet. Z4 @ Zs negyedrendi elemet tartalmazoé valédi részcsoportjaibol
(2 Z4) csak 22—2 darab van (a negyedrendid elemekbdl 2-2 ugyanazt a részcsoportot
generalja), a tbbi valodi részcsoport a Zo @ Zy Gt részcsoportjanak valamelyike. Igy
a G csoportnak Osszesen (1 + 2+ 5) -2 = 16 részcsoportja van, és ezek 5 -2 = 10
izomorfiatipushoz tartoznak (P = Z4 ® Zo, Ly, Lo ® Lo, Lo vagy 0, és Q = Zs vagy
0).

Legyen R = K3*3, ahol K = Fy. Az Rp részmodulusai kolcsondsen egyértelmien
megfeleltethetSk a benniik levé matrixok oszlopai 4ltal generalt altereknek a K3 = TF 3-
ben a kévetkez6 moédon. Legyen e; = E7; az a matrix, amelynek egyetlen nem 0 eleme
az (1,1) helyen 4ll6 1. Ekkor Re; azokbol a matrixokbdl all, amelyeknek az els§ osz-
lopan kiviil minden eleme 0, tehat (Re;)x = K2, tovabba ReyR = R. M < Rp-re
Me; < (Rey)k,migV =Ve; < (Rej)g-raVe R < Rr. Ez akét leképezés egymas in-
verze: MetR = MRetR= MR = M, és VeiRe; = Ve;. Tehat Rp részmodulusainak
szdma a K3 vektortér altereinek szama, azaz 1+74+74+1 = 16. Radasasul M = N akkor
és csak akkor, ha Me; = Ney (azaz, ha dimg Me; = dimg Nej), mert mindegyik
izomorfizmust egy invertalhatéo matrixszal valo balszorzas valositja meg (a modulus-
izomorfizmusok K3*3 f516tt egyuttal vektortér-izomorfizmusok is, és egy r € R e-
lemmel valé balszorzas mindig modulus-homomorfizmus), igy a részmodulusoknak 4
izomorfiatipusa van.

4. Legyen A algebra a K test folott, és legyen M modulus A folott.
a) Bizonyitsuk be, hogy ha dimg M < oo, akkor M végesen generdlt mint modulus, de

forditva nem igaz a kovetkeztetés.

b) Ldssuk be, hogy ha dimg A < oo, és M wvégesen generdlt modulus A folott, akkor

dlmK M < 0.

Megoldds:  a) Az M modulus K-bézisa nyilvan generatorrendszere M-nek mint modu-

lusnak. Mésik irdnyban nem igaz: legyen M egy megszamlalhaté dimenzios vektortér
{b1,ba,...} béazissal. Legyen ¢ € End(M) az az endomorfizmus, amely minden b;
baziselemet b;1-be visz, is legyen A az End(M)-nek a ¢ altal generalt részalgebraja.
Ekkor M-et mint A-modulust generélja a b; elem, tehat nemcsak végesen generéalt,
hanem ciklikus is, de vektortérként végtelen dimenzios.
Ha {wuy,...,um } az My egy generatorrendszere, és {by,...,b, } az Ak egy bazisa,
n
akkor minden u € M felirhat6 ) w;a; alakban, ahol a; € A minden i-re, vi-
i=1
m
szont az a; elemek felirhatok a; = ) A;;b; alakban, igy u = > Ajju;b;. Tehat
Jj=1 ,J
{wbj|i =1,...,n, j = 1,...,m} generalja M-et mint vektorteret, és ennek egy
alkalmas részhalmaza béazisa M -nak.

o

5. Tekintsiik a K[x] polinomgydrd folétti n-dimenzids modulusokat, ahol K test. A modulus
eqy bdzisdt rogzitve feleltessiik meg a modulusnak azt a mdtrizot, amely az x hatdsdt adja
meg az adott bazisban.

a) Mikor lesz ez a modulus egyszerd?
b) Mit jelent a mdtrizokra nézve az, hogy két modulus izomorf?
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¢) Megadhatjuk-e ezeket a modulusokat természetes maodon véges dimenzids algebra (K |z
alkalmas faktoralgebrdja) folotti modulusként is?
d) Irjuk le az dsszes 2-dimenzids modulust Clz] folott izomorfia erejéig!

Megoldds: —a) Az M modulus akkor egyszert, ha M-nek mint vektortérnek nincs valodi
A-invarians altere, mert éppen az A-invarians alterek lesznek részmodulusok. Legyen
az A matrix minimélpolinomja m(z) = 2* + cx_12¥ "1 +... 4+ c12 + o, ahol a Cayley—
Hamilton-tétel miatt degm(x) = k < n. Egy tetszbleges 0 # v € M elemre az
My tér {v,vA,vA%, ... vAF~1} altal generalt altere A-invarians, mert az els6 k — 1
elem A-val vett képe benne van a generatorelemek kozott, a k.-nak a képe pedig a
minimalpolinom felhasznalasaval vA¥ = —ve,_1 A¥='— ... —wvei A—wvep is benne van a
generalt altérben. Tehat ha nincs valodi invarians altér, akkor degm(z) = n, és igy a
karakterisztikus polinom (—1)"m(x). Tovabba a minimalpolinomnak irreducibilisnek
kell lennie, mert ha m(x) = f(z)g(x) nem trivialis felbontés, akkor Im f(A) invarians
altér, és nem 0, mivel akkor kisebb fokid lenne a minimalpolinom, tovabbé az egész
tér sem lehet, mert akkor f(A)g(A) = 0 miatt vg(A) = 0 lenne minden v € M-re,
ami megint ellentmond annak, hogy m(z) a minimalpolinom. Azt kaptuk, hogy ha a
modulus egyszert, akkor az A méatrix karakterisztikus polinomja irreducibilis.
Forditva, ha a karakterisztikus polinom irreducibilis, akkor megegyezik a minimal-
polinom (—1)™-szeresével (méskiilonben a minimalpolinom val6di 0szt6 lenne), és M-
nak nem lehet valodi invarians altere, mert az A erre az altérre valé megszoritdsanak
a minimalpolinomja az A minimalpolinomjanak kisebb foku (legfoljebb az altér di-
menziojaval megegyezd foku) osztoja lenne.

b) Legyen V-n az z hatasa az o, W-n a 8 linearis transzformécio, és V-nek B, W-nek a
C a kijelolt bazisa, végiil [a]g = B és [3](¢) = C métrixok. Ha a két modulus izomorf,
akkor van egy olyan ¢ vektortér-izomorfizmus, ami felcserélhet§ az x hatéséaval, azaz
ap = ¢f. Legyen P ennek a ¢ izomorfizmusnak a matrixa a (B,C) bazispar szerint.
Ekkor

[QSO](B,C) = [Q]B[SO](B,C) = BP és
leBlB,cy = [©lB,c)[Ble = PC,

amibsl BP = PC, azaz C' = P~ BP, igy a két matrix hasonlé.

Forditva, ha a két matrix hasonl6, akkor van olyan P invertalhato, amelyre C' =
P71BP, ¢s ha ezzel a P-vel definidlunk a megadott (B, C) bazispar szerint egy izomor-
fizmust V-bdl W-be, akkor a fentiek miatt modulusizomorfizmust kapunk.

c) Igen, ha az A méatrix minimalpolinomja m(x), akkor m(x) annullalja az egész mo-
dulust, igy az modulus lesz a K[x]/(m(x)) faktoralgebra folott is, ami véges di-
menzios (1,z,...,2" 1 vektortér-generatorrendszerét adja a faktoralgebranak, ahol
k = degm(z)).

d) A 2 x 2-es komplex matrixok hasonlosagi tipusait kell felsorolnunk a b) rész szerint.
Ezek pedig a Jordan-normalalakokkal jellemezhet&k: a diagonalis matrixokhoz tartozo

modulusok két kiilonb6z6 vagy egy sajatértékkel, és a [g\ i} alakt maéatrixokhoz
tartozd modulusok adjak a lehetséges izomorfiatipusokat.

6. Az aldbb felsorolt modulusosztdlyok kozil melyikekben bonthaté minden modulus ciklikusok,
illetve egyszertiek direkt dsszegére? Ha az egész osztdlyra nem igaz, milyen részosztdalyra
teljesiil a felbonthatdsdg?

a) vektorterek
b) ferdetest folotti modulusok
¢) Z-modulusok
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Megoldds: ~ a) Minden vektortérnek van béazisa, a vektortér pedig a baziselemek &ltal

generalt ciklikus modulusok direkt 6sszege. Ezek a ciklikus modulusok egyuttal
egyszertiek is: A, u # O-ra puv = £(Av), tehat barmelyik nem nulla eleme kigeneralja
a tobbit.

Koénnyen belathato, hogy a ferdetest feletti modulusok ugyantgy viselkednek, mint a
vektorterek, tehat ezek is egyszertiek direkt Gsszegére bomlanak.

A Z-modulusok az Abel-csoportok. A véges Abel-csoportok alaptétele szerint minden
véges Abel-csoport felbonthato ciklikusok direkt Gsszegére. Egyszertiek (p-edrendii
ciklikusok) Gsszegére viszont altalaban nem (pl. a Z4 sem). A végesen generalt Abel-
csoportok is felbonthatok ciklikusok direkt Gsszegére, de ez sem teljesiil minden Abel-
csoportra.



