Homologikus algebra 2. feladatsor 2019 6sz

1. a) Legyenek pXg és rYr bimodulusok. Ldssuk be, hogy Hompg(X,Y') egy S-T-bimodulus,

azaz bal S-modulus, jobb T-modulus, €s a bal és jobb oldali gyirihatds felcserélhetd!

b) Legyenek sXpr €s rYgr bimodulusok. Ldssuk be, hogy ekkor Homp(X,Y) egy T-S-

bimodulus!

Megoldds:  a) Legyenek ¢,v € Hompg(X,Y). Definidljuk az S-szorzast az z(sp) :=

(zs)p, a T-szorzast pedig az y(pt) := (yp)t szaballyal. Az sp és ¢t leképezések is
R-homomorfizmusok:

(z+2")(sp) = ((x + 2")s)p = (x5 + 2's)p = (x5)p + (2's)p = 2(s0) + ' (s9),
(re)(sp) = ((rz)s)p = (r(zs))p = r((xs)p) = r(x(sp)),
(z+2")(pt) = ((x + 2")p)t = (zo + 2'p)t = (xp)t + (2' )t = z(pt) + ' (1),
(ra)(pt) = ((rz)p)t = (r(zp))t = r((ze)t) = r(z(et)).

Belatjuk még, hogy ezzel a definicioval Hompg(X,Y) S-T-bimodulus. Az 6sszeadéssal
kapcsolatos axiomak teljesiilése nyilvanvald, mert a definicibban minden felcserélhetd
az Osszeadassal, itt méar csak a szorzasrol szolokat ellendrizziik.

z((ss')g) = (x(ss")) o = ((x5)s")p = (ws)(s'p) = x(s(s'¥)),

z(p(tt') = (zo)(tt) = ((wp)t)t" = (x(pt))t" = z((pt)t"),
z((sp)t) = (z(sp))t = ((zs)p)t = (s)(pt) = z(s(1))-
)

(2
Legyenek ¢,1¢ € Homp(X, Definialjuk az S-szorzast az z(ps) = (sx)p, a
T-szorzast pedig az y(tp) := t(yp) szaballyal. A @s és tp leképezések is R-
homomorfizmusok:

(z+2")(ps) = (s(x 4+ 2')p = (sz 4 s2’)p = (sx)0 + (s2")p = z(ps) + 2’ (ps),
(zr)(ps) = (s(xr))p = ((sz)r)e = ((sz)@)r = (z(ps))r,

(z +2")(tp) = t((x + 2")p) = t(zp + 2'p) = t(xp) + t(z') = z(tp) + ' (tp),
(zr)(tp) = t((zr)p) = t((zp)r) = (Hxp))r = (x(tp))r.

Belatjuk még, hogy ezzel a definicioval Homp(X,Y) T-S-bimodulus. Itt is csak a
szorzasrol szold axidmakat ellendrizziik.

2(p(ss")) = ((ss)x)p = (s(s'x))p = (s'x) (ps) = x((ips)5),

z((tt)e) = (tt') () = t(t'(zp)) = t(x(t'v)) = z(t(t'p)),
2(t(ps)) = t(x(ps)) = t((s2)p) = (s2)(tp) = z((tp)s))-

2. Bizonyitsuk be, hogy a kategoriaelméleti szorzat és koszorzat izomorfizmus erejéig eqyér-
telmd!

f |
1
3! ‘,O' (e 7] 3! SOI (677
M szorzat: ; N koszorzat: i
I Y

vU YU



Homologikus algebra 2. feladatsor/2 2019 6sz

Megoldds: Ha M és M’ is szorzata az M; modulusoknak (7; és 7, homomorfizmusokkal),
akkor a diagram szerint van ¢ : M’ — M és 1) : M — M’, amelyekre om; = 7, és ¢Yml = m;
minden i-re. De akkor M-et téve U helyébe is a fonti diagramban (és m;-t «; helyére), a
diagramot Y -vel és idys-mel is kommutativva lehet tenni. Az egyértelmiiség miatt ebbdl
Y = idy kovetkezik, és ugyanigy jon ki, hogy pv = idysr, tehat M = M'.

A koszorzatra ugyanez miikodik, csak forditott irdnyd homomorfizmusokkal. Ha N
és N’ is koszorzata az M;-knek ¢; és ¢, morfizmusokkal, akkor van olyan ¢ : N — N’ és
¥ : N' — N, amelyekre ¢ = ;0 és 1; = /1), amibdl ¢; = 1;p10. Tehat ha U helyébe is
N-et és ay-k helyébe ¢;-ket irunk, akkor o és idy is kommutativva teszi a diagramot,
ezért 1) = idy, és a diagramot két N'-vel felrajzolva azt kapjuk, hogy ¥ = idy:. Tehat
N~ N

3. Bizonyitsuk be, hogy az U; modulusok kategdriaelméleti szorzata [[U;, koszorzata pedig
o U,.
Megoldds: Legyen M = [] M;, m; az i. komponensre valo vetités, U pedig egy tetszSleges
i€l
modulus, «; : U — M; homomorfizmusokkal. Ekkor a ¢ : U — M, up = (..., uq,,...)
leképezés modulus-homomorfizmus, és pm; = «;. Tovabba, ¢ egyértelm is, mivel (up)m; =
uay-nek kell teljestilnie, vagyis uy i. komponense csak uq; lehet.
Legyen N = & M;, 1; az M;-nek az N-be val6 természetes beagyazasa, U pedig
i€l
egy tetszbleges modulus, a; : M; — U homomorfizmusokkal. Ekkor a ¢ : N — U,
( > mi)go = > m;q; értelmes, mert az m;-k kozil csak véges sok nem 0, és nyilvanvaloan
il i€l
miivelettartd, tovabba ¢;0 = a; minden i-re. Itt is egyértelmi a ¢ homomorfizmus, ugyanis
az my;-k képe a diagram kommutativitasa miatt adva van, és ezek méar kigeneraljék a teljes

direkt Osszeget.

4. Mi a 7 onmagdval vett koszorzata, ha az Abel-csoportok, illetve a csoportok kategoridjdban
nézzik? Es Zo onmagdval vett koszorzata?

Megoldds: Az Abel-csoportok kategoridjaban az 1. feladat szerint Z @ 7Z. A csoportok
Co csoportot. Itt a 2 elemmel generélt szabadcsoport lesz a koszorzat. Legyen ugyanis
az F' csoport az x,y elemekkel szabadon generalt csoport. My =<z >, és My =< y >
mindketten végtelen ciklikus csoportok, és a természetes beagyazasuk F-be a t1 és io.
Tetsz6leges U csoportra és «; : M; — U homomorfizmusokra van olyan egyértelmid ¢ :
F — U homomorfizmus, ami a szabad generatorokon megadott = — zay és y — yas
leképezést kiterjeszti. Mivel 1,0 = «; teljesiil az M; generatorelemén, x-en, illetve y-on,
a teljes M; csoporton is teljesiil ¢« = 1,2-re. Vagyis F' valéban a végtelen ciklikus csoport
koszorzata énmagéval.

c s 02

Klein-csoport, a csoportok kategoriajaban pedig két masodrendd ciklikus csoport szabad
szorzata, azaz az (x,y|x? = y?> = 1) definialé relaciokkal megadott csoport (melles-
leg ez izomorf azzal a csoporttal, amit a sikon két olyan origbn atmend egyenesre vald
tiikrozés generdl a stk egybevagosig-csoportjaban, amelyeknek a szoge 2m-nek egy irra-

cionalis t6bbszorose).

5. Bizonyitsuk be, hogy
a) ha a és B epimorfizmus, akkor af is az;
b) ha a és 8 monomorfizmus, akkor af is az;
c) ha af epimorfizmus, akkor [ is az;
d) ha aff monomorfizmus, akkor « is az!
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Megoldas:  a) (af)y = (af)d = a(fy) = a(B), és o epi. = [y = 56, és B epl. =
v =4.
b) v(aB) =d§(af) = (ya)B = (da)B, és f mono. = ya = da, és & mono. = y = 4.
c) By =p0 = afy=afd,és af epi. = vy =24.
d) ya =da = yaf = daf, és aff mono. = vy = 4.

. Legyen K az a kategoria, amelynek egyetlen a objektuma van, és S = Hom(a, a) egy véges,

egységelemes félcsoport, amelyben 1 :=id,. Melyek lesznek Hom(a, a)-ban az epimorfizmu-
sok €s a monomorfizmusok?

Megoldas: Egy b € S elem akkor és csak akkor epimorfizmus, ha balrél egyszertisiteni
lehet vele, azaz ha bxr = by = x = y. Ez viszont azt jelenti, hogy a b-vel valo balrol
szorzas injektiv leképezés S-b6l S-be. Mivel feltettiik, hogy S véges, ebbdl a leképezés
sziirjektivitasa is kovetkezik, ezért a leképezés permutéacioként hat S-en, kovetkezésképpen
valamilyen n > 0-ra b" = 1, és igy b invertalhat6. Ugyanigy kijon, hogy ha b monomorfiz-
mus, akkor b invertalhato (csak ott a jobbrol szorzas injektivitasat hasznéljuk). Forditva,
minden invertalhaté elemmel egyszertsiteni lehet (barmelyik oldalrél): bxr = by =
x = b 1br = b~ lby = y, és ugyanigy a jobb oldalon, igy ezek epimorfizmusok és monomor-
fizmusok is. Osszefoglalva: b € S-re ekvivalens, hogy

(i) b epimorfizmus;

(ii) b monomorfizmus;
(iii) b invertalhato;
(iv) In >0 " = 1.

Legyen K test és R = K"*" a K folotti n X n-es mdtrizok algebrdja. Bizonyitsuk be, hogy
a H := Homg (R, K) vektortér egyittal R-R-bimodulus, tovabbd, ha T a mdtrizokhoz a
nyomukat rendeld leképezés, akkor T € H, és at = Ta minden a € R-re!

Bizonyitsuk be, hogy az eqységelemes gyirik kategoridjaban a Z — Q bedgyazds epimorfiz-
mus, bdr nem sziirjektiv!



