Homologikus algebra 3. feladatsor 2019 6sz

. Bizonyitsuk be, hogy projektiv modulusok direkt osszege projektiv, és injektiv modulusok
direkt szorzata injektiv! (Haszndljuk a kategoriaelméleti koszorzat €s szorzat fogalmdt!)
Megoldas: Legyenek M;-k projektivek, a : X — Y epimorfizmus, és 5 : & M; — Y.
Ekkor M; projektivitasabol kévetkezik, hogy van olyan v; : M; — X, amelyre ¥;a = ¢;3
minden ¢-re. Ekkor viszont a koszorzat definicidja miatt van olyan € : & M; — X, amelyre
1; = 1;€ minden i-re. Kovetkezésképpen 1,5 = ;a0 = 16, igy a direkt Gsszeg (koszorzat)
definiciojaban az egyértelmtiségbdl kovetkezik, hogy 8 = ea.
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Most legyenek M;-k injektiv modulusok, o : X — Y monomorfizmus, és § : X —
[] M;. Ekkor az M; injektivitdsa miatt van olyan ; : Y — M; homomorfizmus minden i-
re, amelyre a); = ;. Most a kategoriaelméleti szorzat definicidjabol kovetkezik, hogy van
olyan € : Y — [[ M;, amelyre em; = 1; minden i-re. Kovetkezésképpen aem; = atp; = fm;
minden i-re. Igy a kategoriaelméleti szorzat definiciojaban az egyértelmiiségbdl kovetkezik,
hogy ae = f3.
. Bizonyitsuk be, hogy minden vektortér projektiv és injektiv!

Megoldds: A vektorterekre teljesiil, hogy minden altérnek van direkt kiegészit&je (a vek-
torterek féligegyszertiek). A P projektiv modulusoknak abbol a jellemzésébdl, hogy minden
M — P sziirjektiv homomorfizmus magja direkt Osszeadandoé, kdvetkezik, hogy minden
vektortér projektiv, és a @ injektiv modulusoknak abbdl a jellemzésébdl, hogy minden
@ — M injektiv homomorfizmus képe direkt 6sszeadando, kovetkezik, hogy minden vek-
tortér injektiv. S6t altalanosabban belattuk, hogy féligegyszert gytirid f6l6tt minden mo-
dulus projektiv és injektiv.

Tekintsiik a 2./6. feladat egyelemi K = {a} kategoridjit az S = Hom(a, a) félcsoporttal.
Projektiv-e, injektiv-e az a objektum? Létezik-e az a és a objektumok szorzata?

Megoldas: A 2./6. feladatban lattuk, hogy S-nek pontosan az invertalhat6 elemei lesznek
epimorfizmusok, illetve monomorfizmusok.

Igy ezen az abran az o mindkét esetben invertalhato eleme S-nek, ezért az elsé esetben vy =
Ba~!, a masodikban v = o~ 13 kielégiti a projektiv, illetve injektiv modulus definici6jat.
Tehat a projektiv és injektiv is.

Mivel a kategroridban egyetlen objektum van, ha létezik a és a szorzata, az csak
a lehet két morfizmussal: a < a2 a. Az a¢-a-Sa leképezéseknek atvezethetének
kell lennie az el6zén, azaz van olyan ¢ € S, amelyre id = pm; és id = ¢my, tehat m;
epimorfizmus i = 1, 2-re (lasd az 5./c) feladatot), vagyis S-ben invertalhatok. Ha |S| > 1,
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és p €S\ {m }, akkor az aed g% g leképezéseket a jobb oldal miatt csak v = id-del
tudjuk atvezetni az a < a —» a leképezéseken (7, = yr; = id = 7r17r1_1 = 'y7r17r1_1 =),
de erre ymy = idmy # [B. Tehat csak akkor létezhet a szorzat, ha S egyelemt, azaz

. ) ) ) id id L .
S ={id}, és akkor a valoban az a és a szorzata az a <— a — a leképezéseket hasznalva.

. Legyen a € R, és tegyiik fel, hogy az aR jobb R-modulus projektiv. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az a elem jobb annulldtora is felirhato bR alakban valamely b € R-re!

Megoldds: A ¢ : r +— ar leképezés homomorfizmus Rr-b6l aR-re. A ¢ magja, Keryp =
{r € R|ar =0}, vagyis az a elem jobb annullatora. A ¢ homomorfizmus sziirjektiv, és a R-
r6l feltettiik, hogy projektiv, ezért Ker ¢ direkt 0sszeadanddja Rr-nek: Rrp = Kerpo ®V
valamely V' részmodulusra. Az els6 komponensre vald vetités modulus-homomorfizmus,
ami az Rp generatorelemét, 1-et a kép generatorelemébe képezi, tehat Ker ¢ is ciklikus
modulus, azaz bR alakd.

. Bizonyitsuk be, hogy
a) Q mint Abel-csoport nem projektiv;
b*) 11 Z nem projektiv! (Utmutatas: Alljon a H részcsoport azokbol az elemekbdl, ame-

nEN
lyekre igaz, hogy tetszdleges n-re a komponensek véges sok kivétellel oszthatok 2™ -nel.

Ekkor H kontinuum szdmossdgu, de H/2H megszamldlhato, igy H nem lehet szabad
Abel-csoport.)

Megoldds:  a) Szabad Abel-csoportnak, azaz Z-k direkt Gsszegének semelyik nem nulla
eleme nem korlatlanul oszthato, mert Z-ben 0 # n nem oszthaté 2n-nel. Igy projektiv
Abel-csoportban sincs korlatlanul oszthaté nem 0 elem, Q viszont oszthatd csoport.

b) A bizonyitasban felhasznaljuk azt a tételt, hogy szabad Abel-csoport minden

részcsoportja szabad, igy ha a G = [] Z csoport projektiv, akkor 6 és minden
neN

részcsoportja, tehat a H részcsoport is szabad, azaz Z-k direkt 6sszege. H nyilvan

tartalmazza a @ 7 részcsoportot, tovabba minden olyan elemet is, amelynek az n.
neN
komponense vagy 0, vagy 2" minden n-re. Ez utébbibol kontinuum sok van, igy H

csak kontinuum sok Z direkt 6sszege lehet (Ha o végtelen szamossag, akkor o darab
Z direkt Osszege is « szamossagi). Viszont akkor H/2H kontinuum dimenzios [y

folotti vektortér volna. De 2H + @ 7Z = H (egy H-beli h elembdl kivonhatjuk azt
ne
a direkt Osszegbelit, amelyben h — véges sok — paratlan komponense szerepel, és a

tobbi helyen 0, és igy egy 2H-belit kapunk), tehat |H/2H| < ‘ ® Z‘ és az utobbi
neN

megszamlalhato. Ellentmondasra jutottunk a feltevésbél, hogy G projektiv.

. Bizonyitsuk be, hogy Z, injektiv mint énmaga folotti modulus (haszndlhatjuk a Baer-
kritériumot)!

Megoldas: 7, részmodulusai az n osztoi altal generalt ciklikus modulusok, azaz kZ,,, ahol
k | n (ugyanis ha k az I ideal legkisebb pozitiv eleme, akkor az n = kq 4+ r maradékos
osztasbol kovetkezik, hogy r € I, tehat 0 < r < k miatt r = 0, azaz k|n, és tetszsleges
a € I elemre az a = kq; + r1 maradékos osztasbol r; = 0 kovetkezik, igy k generalja I-t).
Tehat a Baer-kritérium miatt elég a kovetkezé tipusi diagramokkal foglalkozni.

kZ > 7.
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ahol ¢ a természetes bedgyazas: k. = k. Legyen ka = a € Z,. Ekkor ay = kaj =
(k%)a = 0a = 0, ezért k | a, és igy van olyan b € Z,, amelyre a = kb. Mivel Z,
szabad modulus 6nmaga f6lott, 1étezik olyan v homomorfizmus, amelyre 1y = b, és igy
kiy = ky = (1k)y = (17)k = bk = a = ka. Tehéat 1y = a a generatorelemen, és igy az
egész kZn-en is.

Injektiv-e Zo mint Z4-modulus, illetve Zg-modulus?

Bizonyitsuk be, hogy egy P modulus akkor és csak akkor projektiv, ha van olyan szabad F
modulus, melyre F = F @& P. (Utmutatds: gondoljunk a végtelen direkt dsszegekre is!)



