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. Legyen R nem feltétleniil eqységelemes gyiri, és tegyiik fel, hogy az I < R idedl mint gyird
eqységelemes. Bizonyitsuk be, hogy ekkor I az R-nek mint gydrinek direkt dsszeadanddja!

Megoldas: Legyen e az I egységeleme. Ekkor I = el = eR. Tekintsiik a ¢ : Rp — eR,
r — er leképezést. Ez modulushomomorfizmus: (r + s)p =e(r+s) = er +es =rp + sg
és (rs)p = e(rs) = (er)s = (ry)s, és nyilvan sziirjektiv. Legyen U = Ker . Ekkor
UNI =0, mert 0 #a € I-te ap = ea = a # 0, és U+ I = R, ugyanis r € R-re
(r—er)p =er—e?r=er—er =0=r—er € Kerp =U =r € U+ I. Tehat
R=1®Ker .

. Bontsuk fel a KCs csoportalgebrdt direkt felbonthatatlan modulusok direkt Gsszegére, ha
K = Zs, illetve Zs3.

Megoldds: Legyen C3 = (a). K = Zy-re KC3 kommutativ, és barmely elemének a 2-
szerese 0, igy tagonként lehet benne négyzetre emelni. Tetszéleges e = = + ya + za?-re
e=¢e? & x+ya+za® =2 +y%a® + 2%a* = v + za + ya® (hasznaljuk azt is, hogy ¢ = ¢
igaz minden ¢ € Zy elemre). Tehat csak y = z esetén kapunk idempotens elemet: 0, 1,
a+a? és 1+ a+a?. Ebbdl csak az utolsé kettd ad valodi direkt felbontast: az (1+ a + a?)
1-dimenzios részmodulust general, igy ennek kiegészitGje, az (a + a?) idempotens elem
2-dimenzidsat.

K = 73 f516tt kobre emelni lehet tagonként. Ha e idempotens, akkor e3 = e?e = ee =
e is igaz, ez pedig az e = x + ya + za? elemre azt jelenti, hogy = + ya + za® = 2 + y + 2,
tehat y = z = 0 esetén lehet csak idempotens az elem, és ezek koziill —1 nem idempotens,
tehat az algebraban Gsszesen két idempotens van, a 0 és az 1. Ebbdl kovetkezik, hogy az
algebra regularis modulusa direkt felbonthatatlan.

. Legyen A = K™*" q teljes mdtrizalgebra.

a) Bizonyitsuk be, hogy E11, E2a, . . ., Epny pdronként ortogondlis idempotensek teljes rend-
szere!

b) Bizonyitsuk be, hogy az Aa = ®_, Ei; A felbontds tagjai egyszerd, egymdssal izomorf
modulusok!

Megoldds: a) EZ = Ey, EuE;; =0ifi# 34,68 > | F; =1 az A egységeleme, tehat
Ag = @?:1 E;;A.

b) E;;A azokbol a matrixokbol all, amelynek az i. soran kiviil minden eleme 0. Tegyiik
fel, hogy egy M # 0 matrix eleme az U < F;; A részmodulusnak. A matrix ¢. sordnak
valamelyik eleme nem nulla, mondjuk, m;; # 0. Ekkor M (Ejkmi_jl) = FE;, tehat
minden F;; benne van U-ban, és akkor a teljes F;;A is. Ezzel belattuk, hogy a
komponensek egyszertiek. Az FEj;-vel valo balszorzds modulushomomorfizmus F;; A-
bol E;;A-ba, mig az Fj;j;-vel valo balszorzas modulushomomorfizmus Ej;-b6l Eji-be,
és a két homomorfizmus kompoziciéja E“X — EZJEJZE“X = E”X, illetve EJJX —
E;iF;;E;; X = E;; X az identikus leképezés, igy Fj;; A és E;; A izomorfak.

. Bizonyitsuk be, hogy ha I' véges graf n csiuccsal, €s e; az i. csiucsbol kiindulo 0 hosszusdgu
ut, akkor a KT grdfalgebrdban az e; KT' részmodulusok direkt felbonthatatlanok (tehdt e;
nem bonthatd fel e; KT'-beli ortogondlis idempotensek dsszegére), de e; KT'-ban eldfordulhat
a 0-n és e;-n kivil mds idempotens is.

Megoldads: Ha e; KT felbonthato, akkor e; két e; KI'-beli ortogonalis idempotens 0sszegére
bomlik, azaz e; = fi1 + fo, ahol f1 = Xe; +u, fo = (1 —ANe; —u, A € K, u pedig
i-b6l indulo legalabb 1 hosszuisagu utak linearis kombinacioja. Ekkor fi fo = 0-bol A(1 —
Nei + ((1 — Nue; — Au—u?) = 0 kivetkezik. Minthogy a masodik 6sszeadandé csak 0-nél
hosszabb utakbol all, A(1 — \) = 0, azaz A = 0 vagy 1; feltehetd, hogy A = 0. De ekkor
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fi = u nem lehet idempotens, mert ha a benne nem nulla egyilitthatoval szereplé utak
minimalis hossza k, akkor u?-ben csak legalabb 2k hosszt utak szerepelnek.

Mas idempotens azért létezhet. Legyen példaul I' egy kétcsucstu graf egyetlen o éllel
1-b6l 2-be. Ekkor e; + a € e1 KT is idempotens, de a kiegészit&je, —a nem idempotens (és
nem is ortogonalisak).

. Adjuk meg az A algebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusainak Loewy-diagramjdt,

1 2
ha A= KT/I, aholT: L_o, ;
a /I, aho : O v €s
a) I =(ay,7% 78, apa, Bap);

b) I= <a72772 - 5047055)'
Megoldds: a) Aa = % = ;2

1 2
b) Ax= 3@1221'
1 2

. Lehet-e az alabbi eqy KT'/I algebra reguldris jobbmodulusinak Loewy-diagramja? Ha igen,

adjuk meg a I' grdfot és az I idedlnak egqy generdtorrendszerét!
1

1
a) 3@ 3 b)12269122 ¢) 3D 2D 3
2
Megoldds:  a) Nincs ilyen algebra. Ugyanis ennek az algebranak a grafja csak
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lehetne, de a masodik komponensbél leolvashato, hogy 32 = 0, mig az els6 komponensbél
azt latjuk, hogy a3? # 0, ami ellentmondés.

b) Az algebra grafja 1 s 2
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és [ = (C\CQ, 577 Cl{ﬁ - 567 V&, 757 627 6’7)
c¢) Az algebra grafja 1 — 2 i>3, és I = (ap).
Legyen e € R idempotens elem. Bizonyitsuk be, hogy eR pontosan akkor direkt felbont-

hatatlan direkt 0sszeadandoja Rr-nek, ha nincs eRe-ben a 0-n és e-n kivil mds idempotens
elem.

Irjuk fel az A = KT/I algebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusainak Loewy-
diagramgat, ha

T:1722723, = (aB,Ba—~9,88,57).
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