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12
. Legyen A = KT'/I az az algebra, amelynek reguldris jobbmodulusa A4 = g &) g . Hatdarozzuk

1
meqg az 1 2 modulus dsszes részmodulusdt €s az ezekkel vett faktorainak Loewy-diagramjdt!
2

Megoldds: Az algebra grafja I :
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és A = KT'/(aB?,5%). Nevezziik el az M = 12 modulus baziselemeit b1, c1, ba, co-nek,

ahol Mey = (by,c1), Meg = (ba, c2) gy, hogy a modulus
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Legyen U < M. El6szor tegyiik fel, hogy Ue; # 0. Ha U-ban van u = Abj +uc; alaki elem,
ahol p # 0, akkor ua = by + puco, és uaS = pbs miatt by, co € U, tehat vagy U = M, vagy
U haromdimenzios, és bazisa { Aby + pcy, ¢z, b2 }. Legyen ez U,. Ezeknek a modulusoknak

1
a Loewy-diagramja 2 (a Loewy-diagramhoz tartozo bazis a { Aby + pcy, Aba + pca, ba }).

Ha Ue; # 0, de csak A\b; alaka elemeket tartalmaz, akkor by € U, és ebbdl by € U is
kovetkezik. Igy Ues vagy Meg-vel egyezik meg, vagy egydimenziés, tehat a részmodulus
vagy (b1, by, co) = 122 , vagy (b1, be) = é Ha Ue; = 0, és U = Ues-nek van u = Aby + e
alakt eleme p # 0-val, akkor uf8 = ubs € U, igy by, co € U, és U = (ca,bo) = g Ha ilyen
elem sincs Ueg-ben, de U # 0, akkor U = (by), és a Loewy-diagramja 2. Igy a végtelen sok

(de egymassal izomorf) U, részmoduluson kiviil, de a 0-t is beleszamitva 6 részmodulus

van. A faktormodulusok Loewy-diagramjukkal felirva: 0, 1, é, 1H1, 16 %, és maga

M.
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19y o), illetve a

. Hdny dimenzids az 3.b) feladatban megadott A algebra folott a Hom(

Hom( 1,2, |2,) vektortér?

Megoldds: Legyen M = 122 és N = 122. Az M Loewy-diagramjanak tetején levs szamnak
megfelels generatorelemet csak a kétdimenzios Nes altérbe képezhetjiik, és van két ilyen
fiiggetlen homomorfizmus: M-et S(1)-gyel lefaktorizalva, a g modulust beagyazhatjuk N-
be, illetve az M /(1 @ 2) = 2 faktormodulust bedgyazhatjuk N-be tgy, hogy a kép az
N Loewy-diagramjanak aljan lev§ szamnak megfelel§ egydimenzios részmodulus (ez az N
talpa, azaz az egyszert részmodulusok generatuma). Igy dimyx Hom(,2,, 1,2) = 2.
N-nek nyilvan nincs monomorfizmusa M-be (a dimenziok miatt ennek izomorfiz-
musnak kellene lennie), és konnyen lathato, hogy N minden nem nulla részmodulusa
tartalmazza az N talpat, S(2)-t, tehat a homomorfizmusok valojaban S(1) @ S(2)-bdl
mennek. Ez viszont csak az M, szintén S(1) @ S(2)-vel izomorf talpaba képzédhet. A

Hom(1 @ 2, 1 @ 2) vektorteret generaljak a 711 és moto morfizmusok, tehat 2-dimenzios.

. A kovetkezdk kozil melyik definidl funktort a morfizmusokon wvald természetes hatdssal
eqyitt?
a) G — G’ a csoportok kategoridjiban;
b) G — Z(G) a csoportok kategoridjaban;
c) A t(A) az Abel-csoportok kategoridjiban, ahol t(A) az A torzidrészcsoportja, azaz
véges rendi elemeinek csoportja.
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Megoldds: a) Ha ¢ : G — H csoport-homomorfizmus, akkor

Go= (@ y laylz,ye G o= {(ze) (yp)  (zo)(yp) |z, y € G) < H,

tehat a morfizmusokon definidlhatjuk a funktort gy hogy ¢ képe ¢ |g, azaz a
kommutator-részcsoportra vald megszoritas legyen. Igy nyilvan kovarians funktort
kapunk.

b) Az el6z6 modszer itt nem miikodik, mivel a csoporthomomorfizmus a centrumot nem
feltétleniil képezi a centrumba. Es valoban nem lehet sem kovarians sem kontravarians
funktort definialni a morfizmusokon. Tekintsiik példaul a Cy = {1,a} ciklikus cso-
portot és a D3 = (f,t) diédercsoportot, ahol f az egyik forgatas és t az egyik tiikkrozés.

Legyen tovabba Cy = Ds LN Cs,ahola:a—t, B: f—1, t— a. Ekkor af =idc,,
tehat F(af) = idz(c,) = idg,. Viszont Z(Ds) = 1, tehat a és 3 képe is csak a trividlis
homomorfizmus lehet, és igy a képek szorzata (akar invaridns akar kovarians lenne a
funktor) csak az azonosan 1 homomorfizmus lehetne.

c) Az a) részhez hasonléan itt is kovaridns funktort tudunk definialni, mert a torzio-
részcsoportot minden homomorfizmus torziérészcsoportba képezi.

4. Bizonyitsuk be, hogy a Homg(—, K) funktor (K-dualitis) egzakt kontravaridns funktor
Mod-A-bol A-Mod-ba!

Megoldas: Egy egzakt sorozat képe egzakt, ha a K-vektorerek kategériajaban egzakt.
Viszont K mint vektortér injektiv, igy ott Homg (—, K) egzakt funktor.

5. Legyen A az a grdfalgebra, amelyre a reguldris modulus Loewy-diagramja
1 2
Aa=2®13d 3.
1 2

2 1
Tekintsik a 0 — ? — 13 — % — 2 — 1 — 0 sorozatot, ahol mindegyik morfizmus a leg-
2

1
nagyobb rangi olyan homomorfizmus (azaz a képe vektortérként mazximdlis dimenzids), ami

a Loewy-diagramokban haszndlt baziselemeket baziselemekbe vagy 0-ba viszi. Hatdrozzuk
meg a sorozat homoldogidit!

Megoldas: Legyen a lanckomplexus M, a d, hatarleképezéssel, és az utols6 nem nulla
modulus M. Ekkor

Kerdy = 1 Kerds = 123 Kerdy = 2 Kerd; = ? Kerdy =1
Imd5:O Imd4: 2 Imd3: 2 Imd2: 1 Imd1: 1
H4(M.) =1 Hg(M.) =164 3 HQ(M.) =0 Hl(M.> = 2 Ho(M.> =0

A t6bbi homolégia mind 0.

6. Legyen £ : 0 — xasyvlz 0 sorozat mod-R-ben. Bizonyitsuk be, hogy a kévetkezd
allitasok ekvivalensek:
(i) € egzakt, és Im« direkt dsszeadandd Y -ban (igy Y = X ® 7 );
(ii) & egzakt, és 3o’ : Y — X, hogy ad = idx;
(iii) & egzakt, és 6" : Z =Y, hogy ' = idy;
(v) Ja : Y = X és ' : Z =Y, hogy ad = idx, '8 = idz, af =0, f'a’ =0, és
o o + 66/ = ldy
Ilyenkor a & sorozatot felhasado rovid egzakt sorozatnak hivjuk.
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Megoldds: (1)=(ii): Legyen Y = Y7 @ Y3, ahol Y7 = Ima, és m; az els6 komponensre valo
vetités. Ekkor o := ma~! értelmezve van, és jol van definidlva, mert « injektiv. Tovabba
x € X-re xaa! = zama™?! I = 2, tehat aa’ = idx.

(ii)=-(iii): TetszGleges z € Z-re legyen y € Y olyan, amelyre z = yf, és legyen
B’z y—yda. llyen y van, mert (3 sziirjektiv, és a ' leképezés jol definialt (és persze
miivelettart6), ugyanis ha y5 = 3/ = z, akkor (y — y’)8 = 0 miatt y — 3’ € Ker § = Im e,
azaz van olyan x € X, amelyre y — ¢y’ = xa. Tehat (y —yo'a) — (v —y'd’a) = (y —y')—
(y —y)da = za — zada = za —xa = 0. Végil z = yf-ra 205 = (y — yd'a)s =
yB —yd'af =z — 0=z, vagyis '8 = idz.

(iii)=(i): Im « = Ker 8 az egzaktsag miatt. Belatjuk, hogy Y = Ker 5 & Im .

Y =Kerf+Imp" yeYra(y—yBp)B8=yB-ypBl'B=yB-yB=0=y—yps € Ker
=y e Ker+Imp.

KerNIm B = 0: Legyen y = 26’ € Im B’ NKer 3. Ekkor 0 = yB = 26’8 = zidy = z =
y=2z08 =08 =0.

(ii)=(iv): Legyen f’ a (ii)=-(iii) bizonyitasaban megadott homomorfizmus: y5 = z
esetén zf8' = y —yo’a. Lattuk, hogy az eleve feltett af = 0 Osszefliggés mellett aa’ = idx
és B/ =idy. Tovabba z = yfS-ra zf'd’ = (y — yo'a)d’ = yo' —yd'ad’ = ya' —ya' =0,
igy f'a’ = 0 is teljesiil. Végil y(d'a + ') = yo'a+ (yB)f = yod'a+ (y — yd'a) =y
minden y € Y-ra, ezért o/a + 86" = idy.

(iv)=-(ii): A feltételek szerint van olyan «, amelyre ac’ = idx, tehat csak azt kell
bizonyitani, hogy a sorozat egzakt (ami ezuttal nem feltétel).
ao’ = idx injektiv = « injektiv.

B’ = idy sziirjektiv = 3 sziirjektiv.
aff = 0 = a sorozat féligegzakt.
Ker 8 < Ima: Ha y € Ker 3, akkor y = ya’a + yB5" = yoa'a+ 0 € Im a.

= rao

Hatdrozzuk meg az dsszes olyan «, 8 homomorfizmust, amelyre a 0 — Z&ZQZQ — 0
sorozat féligegzakt, és adjuk meg minden esetben a homologidkat!

Bizonyitsuk be, hogy eqgy 0 — X sy blg 0 féligegzakt sorozat akkor és csak akkor
homotop a csupa-0 sorozattal, ha felhasado egzakt.



