
Homologikus algebra 6. feladatsor 2019 ősz

1. (3× 3-lemma) Tegyük fel, hogy az alábbi kommutatív diagram sorai egzaktak.

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → X ′ → Y ′ → Z ′ → 0
↓ ↓ ↓

0 → X → Y → Z → 0
↓ ↓ ↓

0 → X ′′ → Y ′′ → Z ′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 0 0

a) Bizonyítsuk be, hogy ha a középső oszlop egzakt, akkor első oszlop akkor és csak akkor
egzakt, ha a harmadik az.

b) Mutassuk meg, hogy az első és utolsó oszlop egzaktságából együtt sem következik, hogy
a középső oszlop egzakt.

Megoldás: a) A középső oszlop féligegzaktságából következik a másik két oszlop
féligegzaktsága:

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → X ′
ϕ′

−→ Y ′
ψ′

−→ Z ′ → 0
↓ α ↓ β ↓ γ

0 → X
ϕ
−→ Y

ψ
−→ Z → 0

↓ α′ ↓ β′ ↓ γ′

0 → X ′′
ϕ′′

−→ Y ′′
ψ′′

−→ Z ′′ → 0
↓ ↓ ↓

0 0 0

αα′ϕ′′ = ϕ′ββ′ = 0, és ϕ′′ injektív, ezért αα′ = 0;
ψ′γγ′ = ββ′ψ′′ = 0, és ψ′ szürjektív, ezért γγ′ = 0.
Így az oszlopokat tekinthetjük lánckomplexusoknak, és a diagramot lánckomplexusok
rövid egzakt sorozatának. Ebből a homológiák hosszú egzakt sorozatát kapjuk:

· · · → Hn(X•)→ Hn(Y•)→ Hn(Z•)→ Hn−1(X•)→ Hn−1(Y•) · · ·

Mivel Y• egzakt, minden homológiája 0, és így az előbbi sorozat egzaktságából
következik, hogy Hn(Z•) ∼= Hn−1(X•) minden n-re, tehát ha az egyik lánckomplexus
egzakt, azaz minden homológiája 0, akkor a másik is az.

b) Egyszerű diagramvadászattal látható, hogy β injektivitása és β′ szürjektivitása
következik a feltételekből (vagy akár a kígyó-lemmából is), sőt, ha a középső oszlop
féligegzakt, akkor az a) rész hosszú egzakt sorozata azt adja, hogy egzakt is. Tehát
olyan ellenpéldát kell keresni, ahol Im β 6≤ Ker β′, de minden más helyen mindkét
irányban teljesül az egzaktság. Vektorterekből is konstruálhatunk ilyen ellenpéldát.
A következő diagramban a mátrixok jobbról hatnak, és így balról jobbra szorzunk,
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amikor a leképezések kompozícióját számoljuk.

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → 0
0
−→ K

[1]
−→ K → 0



y0


y[0 1]


y[1]

0 → K
[1 0]
−→ K ⊕K

[

0
1

]

−→ K → 0
↓ [1] ↓

[

1
1

]

↓ 0

0 → K
[1]
−→ K

0
−→ 0 → 0

↓ ↓ ↓

0 0 0

2. Tekintsük az f•:

· · · → 0 → Z4
1 7→4
−→ Z8 →→ Z2 → 0 → · · ·

↓ ↓ ↓

· · · → 0 → Z8
1 7→2
−→ Z8

1 7→4
−→ Z8 → 0 → · · ·

láncleképezést, ahol a felső lánckomplexus X•, az alsó Y•, és a lefelé menő nyilak (f•) mind
természetes beágyazások.

Határozzuk meg a 0• → X•

f•
−→ Y• → Coker f• → 0• rövid egzakt sorozathoz tartozó hosszú

egzakt sorozatot!

Megoldás: A diagram a komagokkal együtt:

· · · → 0 → Z4
1 7→4
−→ Z8 →→ Z2 → 0 → · · ·



yf2



yf1



yf0

· · · → 0 → Z8
1 7→2
−→ Z8

1 7→4
−→ Z8 → 0 → · · ·



yg2


yg1


yg0

· · · → 0 → Z2 → 0 → Z2 → 0 → · · ·

ahol az oszlopok rövid egzakt sorozatok a 0-k kiírása nélkül, és az első két sor közötti
függőleges morfizmusok az f2 : 1 7→ 2, f1 : 1 7→ 1 és f0 : 1 7→ 4 megfeleltetésekkel írhatók
le, a második sor pedig gi : 1 7→ 1 (i = 2, 1, 0). A homológiák a következők:

0 2Z4 2Z8/4Z8 Z2/Z2 0
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

0 4Z8 2Z8/2Z8 Z8/4Z8 0
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

0 Z2 0 Z2/0 0

H2(f•) : [2] 7→ [4], azaz 2Z4
∼= Z2 generátoreleme 4Z8

∼= Z2 generátorelemébe megy,
H2(g•) : [4] 7→ [4] = [0], ∂2 : [1] ← 1 → 2 ← [2], H0(g•) : [1] 7→ [1], a hosszú egzakt
sorozat többi morfizmusa pedig nyilvánvalóan nulla. Tehát a homológiák hosszú egzakt
sorozata:

· · ·

0

0

0

Z2

Z2

Z2

Z2

0

0

0

Z4

Z4

0

0

0
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3. Számítsuk ki az

a) AA =
1
2
1
⊕ 2

1 3 ⊕ 3 reguláris modulusú algebra fölötti X = 1
2 és Y = 2 modulus

projektív feloldását;

b) az AA =
1
2
2
⊕

2
2
2

reguláris modulusú algebra fölötti
1

1 2
2

modulus projektív feloldását;

c) a Z2 Abel-csoport injektív feloldását.

Megoldás: a)

0→ 3 → 2
1 3
→

1
2

1
→

1
2
1

→ 1

2 → 0

0→ 3 → 2
1 3
→

1
2

1
⊕ 3 → 2

1 3
→ 2 → 0,

ahol a projektív modulus generátorelemeinek képét a következő modulusban vastagítás
mutatja.

b)

· · · →
2
2
2

→
2
2

2
→

2
2
2

→
1
2

2
⊕

1
2
2

→
1

1 2
2
→ 0

Itt a P1 → P0 leképezés a
2
2
2

generátorelemét a két vastagított báziselem különbségébe

képezi. Ebben a sorozatban a morfizmusok magjai felváltva 2
2 -vel és 2 -vel izomorfak.

c)

0→ Z2 → Z2∞

·2
−→Z2∞ → 0

4. Számítsuk ki a 3.a) feladat X modulusára a csonkolt projektív feloldásnak a Hom(−, 1
2 )

kontravariáns funktornál vett képét, és a kapott komplexus kohomológiáinak dimenzióját!

Megoldás: A csonkolt projektív feloldás:

0→ 3 → 2
1 3
→

1
2

1
→

1
2
1

→ 0

, a Hom(−, 1
2 ) funktorral vett képe

0→ Hom(
1
2
1
, 1
2 )

d0
−→Hom(

1
2
1
, 1
2 )

d1
−→Hom( 2

1 3 ,
1
2 )

d2
−→Hom( 3 , 1

2 )→ 0

Itt d0 az egydimenziós Hom(
1
2
1
, 1
2 ) generátorelemét (azaz az 1 részmodulussal való fak-

torizálást) 0-ba viszi, így d0 = 0. A d1 ugyanezt a morfizmust a Hom( 2
1 3 ,

1
2 ) 1-dimenziós

tér nemtriviális morfizmusába viszi, így d1 izomorfizmus. Végül Hom( 3 , 1
2 ) = 0, így

d2 = 0. Ebből azt kapjuk, hogy a nulladik kohomológia 1-dimenziós, az összes többi 0.

Hf1. Bizonyítsuk be a komplexusok 0• → X• → Y• → Z• → 0• rövid egzakt sorozatához tartozó
hosszú egzakt sorozatban az egzaktságot Hn(Y•)-nál!

Hf2. Tekintsük az f•:

· · · → Z4
0
−→ Z2 ≻→ Z4

0
−→ Z2 ≻→ Z4 → · · ·

↓ 0 ↓ id ↓ 0 ↓ id ↓ 0

· · · → 0 −→ Z2 −→ 0 −→ Z2 −→ 0 → · · ·

láncleképezést, ahol a felső lánckomplexus X•, az alsó Y•.
Határozzuk meg a 0• → Ker f• → X• → Y• → 0• rövid egzakt sorozathoz tartozó hosszú
egzakt sorozatot!


