Homologikus algebra 6. feladatsor 2019 6sz

1. (3 x 3-lemma) Tegyiik fel, hogy az aldbbi kommutativ diagram sorai egzaktak.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha a kozépsd oszlop egzakt, akkor elsé oszlop akkor és csak akkor
egzakt, ha a harmadik az.

b) Mutassuk meg, hogy az elsd és utolsé oszlop egzaktsdgabol egyiitt sem kdvetkezik, hogy
a kozépsd oszlop egzakt.

Megoldds: a) A kozépss oszlop féligegzaktsagabol kovetkezik a masik két oszlop
feligegzaktsaga:
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ad'p” = ¢'BB" =0, és ¢” injektiv, ezért aa’ = 0;

Yy = BB =0, és ¢ sziirjektiv, ezért yy' = 0.

Igy az oszlopokat tekinthetjiik lanckomplexusoknak, és a diagramot lanckomplexusok
rovid egzakt sorozatanak. Ebbdl a homologidk hosszii egzakt sorozatat kapjuk:

= Hy(Xe) > Hy(Ye) > Hy(Ze) = Hp—1(Xe) = Hp—1(Ye) - -

Mivel Y, egzakt, minden homolégiaja 0, és igy az el6bbi sorozat egzaktsagabol
kovetkezik, hogy H,,(Ze) = H,,_1(X,.) minden n-re, tehat ha az egyik lanckomplexus
egzakt, azaz minden homologidja 0, akkor a mésik is az.

b) Egyszeri diagramvadaszattal lathato, hogy [ injektivitasa és ' sziirjektivitasa
kovetkezik a feltételekbdl (vagy akar a kigyo-lemméabol is), s6t, ha a kézépss oszlop
féligegzakt, akkor az a) rész hosszu egzakt sorozata azt adja, hogy egzakt is. Tehat
olyan ellenpéldat kell keresni, ahol Im 3 £ Ker ', de minden méas helyen mindkét
irAnyban teljesiil az egzaktsag. Vektorterekbdl is konstrudlhatunk ilyen ellenpéldéat.
A kovetkezd diagramban a maéatrixok jobbrol hatnak, és igy balrél jobbra szorzunk,
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2. Tekintsiik az fo:
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lancleképezést, ahol a felsd lanckomplexus Xo, az also Y, €s a lefelé mend nyilak (fe) mind
természetes bedgyazdsok.

Hatdrozzuk meg a 04 — X, L> Y, — Coker fo — 04 révid egzakt sorozathoz tartozo hosszi
egzakt sorozatot!

Megoldds: A diagram a komagokkal egytitt:
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ahol az oszlopok rovid egzakt sorozatok a 0-k kiirdsa nélkiil, és az els6 két sor kozotti
fiiggbleges morfizmusok az fo : 1+— 2, f1:1+—1és fy:1— 4 megfeleltetésekkel irhatok
le, a masodik sor pedig ¢g; : 1 — 1 (i = 2,1,0). A homologidk a kévetkezsk:
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Hs(fe) : [2] — [4], azaz 274 = 7y generatoreleme 47Zg = 7, generatorelemébe megy,
Hs(ge) : [4] — [4] = [0], 02 : [1] < 1 = 2 « [2], Ho(ge) : [1] — [1], a hosszi egzakt
sorozat tobbi morfizmusa pedig nyilvanvaléan nulla. Tehat a homologiak hosszi egzakt

RV V1YY
oZi - % g%

OS<c— O <—O
OS<E— O <«— O



Homologikus algebra 6. feladatsor/3 2019 6sz

3. Szamitsuk ki az
a) Ay = é &) 123 @ 3 reguldris modulusi algebra folotts X = % és'Y = 2 modulus
projektz’zlj felolddsat;
b) az Ay = é D g requldris modulusi algebra folotti 12% modulus projektiv felolddsdt;
c) a Zs Abel-csoport injektiv felolddsdt.
Megoldds:  a)
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ahol a projektiv modulus generatorelemeinek képét a kovetkezs modulusban vastagitéas
mutatja.
b)
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Itt a P, — Py leképezés a 2 generatorelemét a két vastagitott béziselem kiilénbségébe
2

képezi. Ebben a sorozatban a morfizmusok magjai felvaltva g—vel és 2-vel izomorfak.
c)

0 = Zy — Zigoo =23 Tigoo — 0

4. Szdmitsuk ki a 3.a) feladat X modulusdra a csonkolt projektiv felolddsnak a Hom(—, ;)

kontravaridns funktorndl vett képét, és a kapott komplexus kohomologidinak dimenziojat!

Megoldads: A csonkolt projektiv feloldas:
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, a Hom(—, J) funktorral vett képe
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Itt dy az egydimenziés Hom(2, ) generdtorelemét (azaz az 1 részmodulussal valo fak-

torizalast) 0-ba viszi, igy dp = 0. A d; ugyanezt a morfizmust a Hom( 123, 3) 1-dimenzios
tér nemtrivialis morfizmuséba viszi, igy di izomorfizmus. Végil Hom(s, ;) = 0, igy
ds = 0. Ebbdl azt kapjuk, hogy a nulladik kohomolégia 1-dimenzids, az 6sszes tobbi 0.

Hf1. Bizonyitsuk be a komplerusok O — Xo¢ — Yo — Zo — 04 10vId egzakt sorozatdihoz tartozo
hosszi egzakt sorozatban az egzaktsdagot Hy, (Ye)-ndl!

Hf2. Tekintsiik az fo:
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- 0 — Zy — 0 — Zy — 0 ==

lancleképezést, ahol a felsd ldnckomplexus Xo, az also Ys,.
Hatdrozzuk meg a 0g — Ker fo — Xo¢ — Yo — 04 76vid egzakt sorozathoz tartozo hosszi
egzakt sorozatot!



