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1. Bizonyitsuk be, hogy a pullback és pushout — ha létezik — izomorfia erejéig egyértelm,
és hogy Mod-R-ben mindig létezik pullback: U = {(x,y) |za =yB} < X @Y és pushout:
U=XaoY/{(za,—28)|2z€ Z}.

Megoldas: A pullback egyértelmiisége — hasonloéan a szorzat és koszorzat egyértelmtisé-
gének bizonyitasahoz — az egyértelmii atvezethetSségbdl kovetkezik: ha U és U’ is pullback
ugyanahhoz a diagramhoz, akkor létezik a megfelel6 haromszogeket kommutativva tevd
U =50 6 U0 atvezetés, és akkor az U,U parhoz az ¢’c és idy is jo, az U',U’
parhoz pedig e’ és idy: is, tehat e’'e = idy és ee’ = idy,, amibdl kovetkezik U és U’
izomorfidja. Pontosan ugyanigy lehet a pushout egyértelmiiségét bizonyitani.

A pullbackben a megadott U-hoz legyen ', illetve o/ az elss, illetve méasodik kompo-
nensre valo vetités. Igy nyilvan kommutativ diagramot kapunk. Ha vesziink egy masik
(U’, 8", ") harmast a harmadik diagram szerint, akkor ahhoz, hogy kommutativ legyen
a negyedik diagram, csak az ¢ : u’ — (u/B”,u'a’") leképezést vehetjiik, ami nyilvanvaloan
homomorfizmus X @ Y-ba, és u'8"a = v'a” 8 miatt az U-ba képez.

A pushoutban ' és o’ az elsg, illetve masodik komponens X @ Y-ba valo beagyazasanak
és a faktorizalasnak a kompozicidja, azaz ' : x — (z,0) és o : y — (0,y). A harmadik
abran megadott U’-hoz definialt e csak akkor teszi kommutativva a negyedik diagramot, ha
(2,0) — 8" és (0,y) — yo’, azaz e : (z,y) — z8”+ya”. Az (z,y) — z8” +ya’ leképezés
nyilvan homomorfizmus X & Y-bol U'-be, és a magjaban benne van az U definiciojaban
hasznalt faktorizalo részmodulus: zafB” — zBa” = 0, igy definidl egy homomorfizmust

U-bol U'-be.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha modulusok pullbackjében vagy pushoutjaban o vagy 8 monomorfiz-
mus, illetve epimorfizmus, akkor a vele “pdrhuzamos” nyil is ilyen!

Megoldds: A monomorfizmus esetét bizonyitjuk (és a szimmetria miatt nyilvan elég az
a-ra), az epimorfizmus esete hazi feladat.

Tegyiik fel, hogy a pullbackben o monomorfizmus. Szeretnénk belatni, hogy o’ is az. Ha
0= (z,y)a’ =y, akkor xav = yf = 0, s mivel &« monomorfizmus, ebb6l x = 0 is kévetkezik,
azaz (x,y) = (0,0).

Tegytik fel, hogy a pushoutban o monomorfizmus. Ha 0 = yo/ = (0,y), akkor van olyan
z € Z, amelyre (0,y) = (za, —zf3). Ebbdl 0 = za, és « injektivitasa miatt z = 0, tehat
y=—28=08=0.
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. Hatdarozzuk meg az Extlz(Z4, Z4) csoportot! Adjuk meg az elemeinek megfeleld bovitéseket
Exv (Zy, Zy)-ben!

Megoldds: Hasznaljuk a 7/3.a) feladat modszerét Ext!(Zy, Zy) kiszamitasara!
A0—Z—7Z — Zy — 0 rovid egzakt sorozatbol (a projektiv feloldas elsd 1lépésébdl) a

0 — Hom(Zy, Zy) — Hom(Z, Zy) — Hom(Z, Zy) — Ext' (Zy, Zs) — 0

AZaZ
0= Z4 -7y 25 74 5 ExtY(Za, Z4) — 0

egzakt sorozatot kapjuk. Itt o injektiv, és igy az elemszamok miatt izomorfizmus is, de
akkor Ker f = Zy4, tehat § = 0. Ebbdl pedig Ker v = Im 8 = 0 kovetkezik, azaz v injektiv
és sziirjektiv is, vagyis Ext' (Zy, Zy) = Zy.

Egy nyilvanval6 nemfelhasadé bévités

1 07487637, — 0.

Ha a masodik morfizmus helyett a (—1)-gyel valo szorzast vessziik, a kapott bévités konnyen
lathatdéan nem ekvivalens &-vel:

1—4 1—1

f : 0 — Z4 — Z16 — Z4 — 0
Jid I r Jid
fl : 0 — Z4 E)L Z16 1:1 Zy — 0

nem lehet kommutativ, mert az els6é négyzet kommutativitasabol k : 1 — 4k 41 kévetkezik

(valamely k € Z-re), és azzal nem kommutativ a masodik. (Mellesleg {' = (—idy )¢ =

{(—idy, ) = —¢) Tehat mar csak egy nemtrivialis bovités hianyzik, és az csak 2§ =
. : ~ 1 ~

(2idy, )€ lehet, mivel Ex(Zy, Zs) = Ext’ (Z4, Za) = Zy.

Szamitsuk ki 2£-t!

2%: 0 = Z, = U % 74 - 0
did I r 4 2id
g: 0 — Z4 11& AL 11} Zy — 0

U a Zig =] Za &d Z4 diagram pullbackje, azaz

U={(z,y) € Z16DZs|x =2y (mod4)}=1((2,1),(8,2)) = Zg D Zs.

Valoban, ha Z4-et az (a) ® (b) = Zg ® Zy csoportba képezziik ugy, hogy 1 +— 2a + b, akkor
ez beagyazas lesz, és a faktorcsoportot a generalja, tehat Zj-nek Zjs-gyel valé bévitését
kapjuk.

. Legyen A véges dimenzids K-algebra, és M, N € mod-A. Bizonyitsuk be, hogy ha a & ésn
bovitések linedrisan dsszefiiggdk, de egyik sem nulla Ex(M, N)-ben (azaz nem felhasaddk),
akkor a kozépsd tagjuk izomorf!
Megoldds: A feltétel miatt n = ¢ - £ valamely 0 # ¢ € K elemre, azaz n = (c-id)¢ az
Ex(M, N)-ben. A

c : O - N - L —- M — 0

Jid r J eid
£: 0O - N - L - M — 0

diagramban id és c¢ - id is izomorfizmus, igy a kigy6-lemma miatt « is az.
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12
Tekintsiik azt az A grdfalgebrdat, amelynek jobbrequldris modulusa A = g P 2.

2
Hatdrozzuk meg az Exti‘(l, g) vektortér dimenzidjat, és adjunk meg a wvele izomorf

Exa(1,3) térben egy bdzist. Ciklikus lesz-e ez mint End(1)-, illetve mint End(2)-

modulus?
Megoldds: Ext'(1, 2) kiszamitdséhoz tekintsiik az 1 modulus projektiv felolddsédnak elss
lépését:

1
0= 2210
2

és a Hom(—, 3) funktor altal hozzérendelt hosszti egzakt sorozat elejét (mint a 7/3.a)
feladatban):

0 — Hom( 1, 3) — Hom(

NN =

,g)%Hom(g,g)%Extl(l,g)%O.

Itt a Hom-ok dimenzi6i rendre 0, 0,2, és igy dim Ext'(1, 5) =2—0+0=2. Tehat elég
1

két fiiggetlen nem felhasadd bévitést talalni, ilyenek az g projektiv modulus és az 122
modulusok. Mivel ezek nem izomorfak (és a bovitésk nem felhasadok), a 4. feladat szerint

nem lehetnek linearisan dsszefiiggk Ex( 1, 3 )-ben.

Mivel End( 1) csak az id skalarszorosaibol all, End( 1) = K test, vagyis Ex(1, 3) efolott
vektortér, és egy kétdimenzios vektortér nem lehet ciklikus.

End( g )-nek viszont van olyan eleme, amely nem izomorfizmus; ilyen példaul az az « : g —

3 homomorfizmus, amely a fels§ baziselemet az alsoba viszi (az alsét pedig 0-ba). Nézziik
meg, mi lesz a projektiv kozépss taga & bévitésnek az a-val valod lenyomottjal

13 0 — 3 = % - 1 = 0
\La iin i,ld
fa 0 - 2 - L —- 1 = 0

(&-ben azokat a morfizmusokat vessziik, amelyek a Loewy-diagramhoz tartozo baziseleme-
ket béziselemekbe vagy 0-ba viszik.)

- 1
Itt L-ot a pushoutban tugy kapjuk meg, hogy a g @ 2 direkt Osszegben az elsé kompo-
2

nens méasodik baziselemének és a masodik komponens felsé 2-es tipusu baziselemének a
kiilonbsége altal generalt részmodulussal faktorizadlunk ki, igy a kapott modulus Loewy-
diagramja ',?. Tehat ¢ kigeneralja a teljes jobb End( 3 )-modulust.

Bizonyitsuk be a 2. feladat dllitdsdt arra az esetre, amikor eqy pullbackban, illetve pushout-
ban o epimorfizmus! (Haszndljuk az 1. feladatban megadott konstrukcidkat!)

Legyen
f: 0—>Z4—>Z2@Z8—>Z4—>0

az a bovités Exry(Zy, Zy)-ben, amelynél a monomorfizmus az 1 elemet (1,2)-be képezi,
az epimorfizmus pedig (0,1)-et 1-be, (1,0)-t pedig 2-be. Hatdrozzuk meg az f€ és &g
bovitésekben a kozépsd tagot, ha f : Zo — Zy €s g : Ly — Lo nemnulla homomorfizmusok!



