Homologikus algebra 9. feladatsor 2019 6sz

1. Bizonyitsuk be, hogy Homp(R, M) jobb R-modulus minden M € Mod-R-re, és ldssuk be,
hogy Hompg(R, —) additiv, kovaridns funktor, amely természetesen izomorf az identitds
funktorral!

Megoldds: Az R gytiri egyuttal R-R-bimodulus, igy a 2/1.b) feladat szerint Hompg (R, M)
jobb R-modulus az x(pr) = (rz)e hatassal. A Hompg(R,—) funktor az M -+ N mor-
fizmushoz a Hompg(R, M) — Hompg(R,N), ¢ — @a morfizmust rendeli, és ezzel nyil-
vanvaloan kovarians és additiv.
M = Hompg(R,M):
Vm € M-re 3! ¢, € Homg(R, M), amire ¢,,(1) = m, ugyanis Rr szabad modulus az 1-
gyel mint szabad generatorral. Legyen Th; : m — ¢,,. Ez a Tj; modulus-homomorfizmus:

1omam =m+m' = 1o, + 1o = 1(@m + ©m’),

1omr =mr = 1oy -1 = (11)om = (1) em = Lemr).
Ty injektiv, mert ha ¢, = 0, akkor m = 1¢,,, = 0.
Ty sziirjektiv, mert tetszbleges ¢ € Homp(R, M)-re m := lp-vel ro = (1-r)p = (1p)r =
mr = (1om)r = 1o, minden r € R-re, igy ¢ = ¢p,.
Végiil Ty (M € Mod-R) természetes izomorfizmus a Hompg(R, —) és az identitas funktor
kozott: M - N-re és m € M-re

Tt Hom(R,«)

M pm >  Ono
m— ma l& Pma, €S
1(‘Pma> = (1(,0m)04 =ma = 1loma, 18Y YmQ = Pma az egész R-en.

2. Legyen £ : 0 - N — L — M — 0 bévités eqy A algebra moduluskategoridjaban, és . a
¢ # 0 testelemmel vald szorzds mint automorfizmus a modulusokon. Bizonyitsuk be, hogy
§pe = ek
Megoldds: A kovetkezs két kommutativ diagram mutatja, hogy ¢.£ a bal oldali diagram
felss sora, . pedig a jobb oldali diagram als6 sora (mindketts egzakt, mert egy nem nulla
skalarral valo szorzas nem véltoztatja a magot és a képet).

0 5 N % 1 % oy L0 0 = N % oL Zom oo
1id Jid 1 ee 1 e 1id Jid
0—>N—>L7>M—>0 0%N7—1>L7M%0
@ P

Ez a kett6 pedig ekvivalens:

v 0 = N % o PPy 0

bid Lot 1 id
&oe: 00 = N — L — M — 0

ol B

1

ugyanis agpc_l = cpgloz = ¢ ", és ugyanigy a [-ra.

3. Legyenek £,&1,&2 € Ex(M,N), és f1, f2, f € Hom(M', M). Bizonyitsuk be, hogy
a) fAM =An (fDf);
b) fr+ fo=Anm(f1® f2)Vir;
c) (fi+ f2)€ = fi§ + f2&;
d) 0¢ felhasadd;
e) 0¢ nullelem Ex(M, N)-ben, és —& := (—idp)€ = £(—idn) additiv inverze a §-nek.



Homologikus algebra 9. feladatsor/2 2019 6sz

Megoldds:  a) (m'f)Ay = (m'f,m'f) = (m/,m/)(f&f) = (M Ay )(f ® f) minden
m’ € M'-re.
b) m'Ap(f1 @ f2)V = (m!,m/)(f1® f2)Vu = (m'fr,m )V = m'fi +m/fo =
m'(f1 + f2) minden m’ € M’-re.
) (fi +f2)6 = A (/1@ f2)VuE = A (1B f2)[EBEVN = Anr ([18® f26) Vv =

fi€&+ f2€.
d)
06: 0 - N % NeM = M — 0
1id | ma Lo
& O - N — L 7 M — 0

e) Az osszeadas nyilvan kommutativ, ezért elég az egyik sorrendben felirt Osszegre
ellendrizni az axiomakat. A d) rész megoldasabol lathato, hogy 06 = 0n tetszdleges
¢,m € Ex(M, N)-re. Igy 06 +n = 0n +idam, és ez a c) rész miatt = (0 + idy)n =
idyn = .

A 2. feladatbol kideriilt, hogy (—idys)é = £(—idas). Erre a bévitésre € + (—idps )€ =
idp€ + (—idar)€ = (idps — idar )€ = 06 az Ex(M, N) nulleleme.

4. Az 6roklédé (pontosabban jobb 6roklédds) gydrit azzal definidltuk, hogy mod-R minden
projektiv modulusdnak minden részmodulusa is projektiv. Bizonyitsuk be, hogy R akkor és
csak akkor 6réklodd, ha minden injektiv modulus minden homomorf képe injektiv.
Megoldas: Lattuk, hogy a projektiv modulusokra adott feltétel ekvivalens azzal, hogy a
jobb globalis dimenzi6 legfoljebb 1, azaz, hogy Ext?*(M, N) = 0 minden M, N € Mod-R-re.
Hasonlbéan bizonyithatjuk, hogy az injektivekre kimondott feltétel is ezzel ekvivalens.

Ha ExtQ(—, —) = 0, és a @ injektiv modulusnak homomorf képe Y, azaz van egy
0— X — Q — Y — 0 egzakt sorozat, akkor az ehhez és a Hom(M, —) funktorhoz tartozo
hosszu egzakt

oo — BExt' (M, Q) — Ext'(M,Y) — Ext*(M,X) — ---

sorozatban Ext! (M, Q) = Ext*(M, X) = 0, ezért Ext'(M,Y) = 0 minden M-re, vagyis Y
injektiv.

Forditva, ha minden injektiv homomorf képe is injektiv, akkor tetsz6leges modulus
injektiv feloldasa befejezhetd az els§ komagnal: 0 — M — @ — @Q/M — 0, igy minden
modulus injektiv dimenzidja legfoljebb 1, tehat a globalis dimenzi6 is legfoljebb 1.

5. Legyen A az a grdfalgebra, amelyre a regquldris modulus Loewy-diagramja
1 3
Ap= 240 2, 04,
4= % 13%¥ 3 W3

Hatdrozzuk meg a kovetkezé modulusok projektiv dimenzidjat!

1
1 1 2 4
% ) 49 2 3
Megoldds: A projektiv feloldasok:
1 1
0= 33— 24—=2-0

13 1
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1
2 1
O—>13—>1234—>4—>0

4 3 2 4 1 4 1 1
0= 35 —=4—= 303> 24D35— 24— 5 =0
3 272 13 13
04 5is 29tats 24dao 2@t o240
3 3 13 3 3 13 3 13 3 3

ahol a magok bézisat a vastagitott szdmoknak megfelel6 baziselemek és az aldhuzottak
kiilonbségei adjak. A projektiv felolddsok hossza alapjan a projektiv dimenziok 1, 1, 4
és 4.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha M nem projektiv, és 0 — K1 — Py — M — 0 az M projektiv
felolddsanak elsd lépése, akkor pd M =1+ pd K.
b) Bizonyitsuk be, hogy pd(M @& N) = max{pd M, pd N }.
c) Hatdrozzuk meg az 5. feladat algebrajinak globdlis dimenzidjdt.
Megoldds: a) Hattassuk a Hom(—, V) funktort erre a révid egzakt sorozatra. Ha pd M =
d > 0, akkor az

- Bxt® (K, N) = Ext‘(M, N) = Ext*(P,, N) = Ext*(K,, N) = Ext*™*(M,N) - -

hosszti egzakt sorozatban Ext?(Py, N) = Ext®™(M,N) = 0, igy Ext*(K;, M) =
0, mésrészt Ext?(Py, N) = 0 miatt az Ext® (K, N) — Ext*(M, N) sziirjektiv, és
Ext?(M, N) # 0 valamely N-re, igy erre az N-re Ext® (K, N) # 0.
Tehat pd K1 =d — 1.

b) Az M és N projektiv feloldasanak direkt 6sszege projektiv feloldasa M @ N-nek, és a
magok akkor valnak projektivvé, amikor mindkettében projektivvé valnak.

c) A globalis dimenzi6 az egyszeriiek projektiv dimenzidjanak a maximuma.

3
0= 3> 4— 30,
3

igy pd 3 =1.
A 4 modulus els6 syzygyje 3, igy az a) rész szerint pd 4 = 2.
A 1 modulus projektiv feloldasa

4

O—>3

3 9 4 1
=4 — 3D3 > 24 —>1—0,
3 il 13

igy pd 1 =3,

végiil 2 els6 syzygyje 1 @ 3, tehat az a) és b) rész szerint

pd2 =1+pd(1®3)=14+max{pd1,pd3 }=1+max{3,1} =4.
Tehat az algebra globalis dimenzidja 4.

Hatdrozzuk meg az EXt1<Z3,Z3) csoportot, és adjunk meg Zs és Zs kozott két nem ekvi-
valens, nem felhasado bovitést!

Hatdrozzuk meg annak az A grdfalgebrdanak a globdlis dimenzidjdat, amelyre a requldris mod-
ulus Loewy-diagramja



