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Homologikus algebra 6. feladatsor 2021 6sz

. Legyen £ : 0 — X %y 2 7 0 sorozat mod-R-ben. Bizonyitsuk be, hogy a kiévetkezs

allitdsok ekvivalensek:
(i) & egzakt, és Im «v direkt 6sszeadando Y-ban (igy YV = X @ Z);
(ii) &€ egzakt, és 3o’ : Y — X, hogy aa’ =idx;
(iii) & egzakt, és 35" : Z — Y, hogy B/ = idy;
(iv) Ja : Y - X és ' : Z =Y, hogy ad = idx, /8 = idz, af =0, f'a/ =0, és
oo + ﬁﬁl = ldy
Ilyenkor a & sorozatot felhasadd révid egzakt sorozatnak hivjuk.

. Legyen M, : 0 = Z 247 -1 75 — 0 egzakt sorozat, és F : Hom(Z2, —), G : Hom(—, Zs)

funktorok. Bizonyitsuk be, hogy Fe(M,) és Go(M,) egyike sem egzakt. Melyik lancszemnél
romlik el az egzaktsag?

. Legyen 0 — V; — --- — V,,, — 0 vektorterek egzakt sorozata. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

Z dim ng = Z dim ‘/2k+1-
k k

. (3 x 3-lemma) Tegyiik fel, hogy az alabbi kommutativ diagram sorai egzaktak.

0 0 0
{ { {

o - X' =Y = Z = 0
{ { {

0O - X —»Y —- Z =0
{ { {

o - X" = Y" = Z" = 0
{ { 1
0 0 0

a) Bizonyitsuk be, hogy ha a kozépss oszlop egzakt, akkor els6 oszlop akkor és csak akkor
egzakt, ha a harmadik az.

b) Mutassuk meg, hogy az els6 és utols6 oszlop egzaktsagabol egylitt sem kovetkezik,
hogy a kozéps6 oszlop egzakt.

. Tekintsiik az f,:

—- 0 = Zy — Zg —» Zy — 0 —

\ 1 \

Zgli%ZS—)O%

lancleképezést, ahol a fels6 lanckomplexus X,, az alsd Y,, és a lefelé mend nyilak (f,)
természetes beagyazasok.

Hatarozzuk meg a 0 — X, L>Y. — Coker fo — 0o r0vid egzakt sorozathoz tartozo
hosszt egzakt sorozatot!

Bizonyitsuk be, hogy egy 0 — X 2ylz 50 féligegzakt sorozat akkor és csak akkor
homotép a csupa-0 sorozattal, ha felhasado egzakt.

12
Legyen Aq = 2 @ 2, és tekintsiik a
2 2

1 2 2
0= 5 —=12—35—=0
2

egzakt sorozatot. Mutassuk meg, hogy a Hom(—, %) funktorral vett képe nem egzakt.

(Utmutatas: mennyi dimgx Hom(M;, 1) a szereplé M; modulusokra?)



