Homologikus algebra 7. feladatsor 2021 6sz

Tekintstk az fo:

lancleképezést, ahol a felsd lanckomplezus Xo, az also Y.
Hatdrozzuk meg a 0g — Xo — Yy — Coker fo — 04 76vid egzakt sorozathoz tartozo hosszi
egzakt sorozatot!

Megoldds: A fliggbleges nyilak injektivek, igy a komagokkal kiegészitve a diagramot

valoban komplexusok rovid egzakt sorozatat kapjuk:

— 7z = 7, %5 7, —

— 0 0 —
1 |4 14 4 1
S0 — 7 2 VAT 4, Zg — 0 —

1 US| 41 US|
- 0 = Zy 2 Ly N Zy — 0 —

Kiszamolhatjuk a homologiakkal egyiitt a koztiik mené indukalt morfizmusokat is, de most
inkabb felirjuk a homologiak hosszu egzakt sorozatat, és csak ott nézziik meg, hogy mi a
morfizmus, ahol ez az egzaktsagbol nem kovetkezik egyértelmtien.

0 Z Lo Lo 0
e 0 / 7, / 0 / Za / 0 A

0 Loy Lo Ly 0
A kozéps6 0 miatt az elsé Zo — Zo morfizmus sziirjektiv, a masodik injektiv, és a csoportok
végessége és azonos elemszama miatt ebbdl kovetkezik, hogy mindkét ferde Zo — Zo
morfizmus izomorfizmus. Mivel masodrendd csoportokrol van szo, csak egy izomorfizmus
van koztik, tehat itt nincs mit kiszamolni.
Az els6 ferde Zy — Zo injektivitdsa miatt a Z — Zo morfizmus 0, tehat a Z — Z morfizmus
sziirjektiv, és az eleje miatt injektiv is, ezért izomorfizmus. Ez lehetne +id barmelyike,
de ez csak az els6 generatorelem megvélasztasatol fligg, tehat vehetjiik tgy, hogy ez a
morfizmus 1+ 1.
Hasonléan, a masodik ferde Zo — Zo morfizmus sziirjektivitdsa miatt Zo i>Z4, igy

Zy — 74 izomorfizmus, és az is lehet 1 +— 1 az utols6 Z, generdtorelemének alkalmas
megvalasztasaval. Tehat a hosszt egzakt sorozat:

YRV VSV

ahol mindegyik izomorfizmust vehetjiik az 1 — 1 leképezésnek.



Homologikus algebra 7. feladatsor/2 2021 65z

2. Szamitsuk ki az
a) Ay = 5 &) 123 @ 3 regqularis modulusi algebra folotti X = é és Y = 2 modulus
projekml) felolddsat;
b) az Ay = % D % requldris modulusi algebra folotti 12% modulus projektiv felolddsdt;
c) a Zy Abel-csoport injektiv felolddsdt.
Megoldds:  a)
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ahol a projektiv modulus generatorelemeinek képét a kovetkezé modulusban vastagitas
mutatja.
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Itt a P, — Py leképezés a 2 generatorelemét a két vastagitott baziselem kiilénbségébe
2

képezi. Ebben a sorozatban a morfizmusok magjai felvaltva g—vel és 2-vel izomorfak.
c)
0 — Zy — Zigoo —23 oo — 0
3. Szdmitsuk ki a 2.a) feladat X modulusdra a csonkolt projektiv felolddsnak a Hom(—, 1)
kontravaridns funktorndl vett képét, és a kapott komplexus kohomoldgidinak dimenzidjdt!

Megoldds: A csonkolt projektiv feloldas:

11
0= 3= % 52— 20,
1 1

a Hom(—, }) funktorral vett képe
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1
0 — Hom( ,%)&Hom(%, é)i>Hom(1 35 2)&H0m(3,§)—>0
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1
Itt dy az egydimenziés Hom( 2, %) generatorelemét (azaz az 1 részmodulussal valo fak-
1

torizalast) 0-ba viszi, igy dg = 0. A dy ugyanezt a morfizmust a Hom( 123, %) 1-dimenzios

tér nemtrivialis morfizmusaba viszi, igy d; izomorfizmus. Végiil Hom( 3, %) = 0, igy
ds = 0. Ebb6l azt kapjuk, hogy a nulladik kohomologia 1-dimenzids, az Gsszes tobbi 0.

4. (5-lemma) Tegyiik fel, hogy a kovetkezd kommutativ diagram sorai egzaktak.

A - B —- C —- D — FE

le 15 17 s le
A - B —- C —- D — FE

Mutassuk meg, hogy
a) ha o epimorfizmus, és B és § monomorfizmusok, akkor v monomorfizmus;
b) ha € monomorfizmus, és 5 és 0 epimorfizmusok, akkor y epimorfizmus.
c) ha a, B, 6 és e izomorfizmusok, akkor ~y is izomorfizmus.
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Megoldds: Nevezziik el a vizszintes nyilakat is:

A % B &2 ¢ &% D 5 F
la I8 17 s le
A g o By pr Yy gy

a) Tegyiik fel, hogy valamely ¢ € C-re ¢y = 0. Ekkor 0 = eyih3 = cp3d, de § injektiv =
cp3 =0 = Tb: c=bpy = 0 =cy=bpyy =>bBYs = Ja’: bf = a’1. De « sziirjektiv,
ezért Jda: ' = aa = bB = d/ipy = aayy = ap1B. Mivel S injektiv, ebbsl b = ap;
kovetkezik, tehat ¢ = by = ap1pe = 0.

b) Legyen ¢ € C’ tetsz6leges elem. Mivel § sziirjektiv, Id: i3 = di. = 0 = Pghy =
dopy = dpse, de € injektiv = dpy = 0 = Je: d = cp3 = 3 = dd = cp3d = cyhs =
(¢! —cy) € Kerys = Im ), azaz 30': ¢ — cy = b/1hy. De [ sziirjektiv, igy Jb: ' = b,
vagyis ¢ — ¢y = bBs = bpay = ¢ = (¢ + byps)y. Ezzel belattuk, hogy ~ sziirjektiv.

c) Az a) és a b) rész feltételei is teljesiilnek, tehat v injektiv és sziirjektiv is, igy izomor-
fizmus.

Hf1. Bizonyitsuk be a komplerusok Oy — Xo¢ — Yo — Zo — 04 10vId €gzakt sorozatdihoz tartozo
hosszi egzakt sorozatban az egzaktsagot Hy,(Ye)-ndl!

Hf2. Tekintsiik az fo:

- 2y N Ty o 7 N 7y — T, —

Jo Jid bo did Jo

- 0 — Zy — 0 — Zy — 0 ==

lancleképezést, ahol a felsd lanckomplerus Xo, az also Y,.
Hatdrozzuk meg a 0g — Ker fo — Xo¢ — Yo — 04 7r6vid egzakt sorozathoz tartozo hosszi
egzakt sorozatot!



