Cayley—Hamilton-tétel

Tétel. (Cayley-Hamilton) Ha ka(x) = |A —xI| az A € K™*"™ mdtriz karakterisztikus polinomja,
akkor ka(A) = 0.

Bizonyitds 1. Ez a bizonyitis arra az esetre miikddik, amikor k(z) linearis faktorokra bonthato
a K test folott. De minden testnek van olyan b&vitése, amelyben ez igaz, tehat valojdban minden
test f6l6tti matrixra bizonyitja a tételt.

A tételt n-re vonatkozé teljes indukcioval bizonyitjuk. n = 1-re nyilvanvaléan igaz az allitas.
Tegyiik 61, hogy n > 2, és n — 1-re igaz a tétel. Legyen f: K™ — K" az A-hoz tartozo f(x) = Ax
linearis transzforméci6. Az el6bb emlitett feltevés miatt k4(x)-nek van gyoke K-ban, legyen ez
A, és a A\-hoz tartozo egyik sajatvektor legyen v. Vegyiikk V = K"-nek egy B = {v,bs,...,b, }
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kp(x)=|B—zl|=(A—2x)|C —zI| = (A —2)kc(x). Az indukcios feltevés miatt ko (C) = 0, igy a
kc(B) blokkharomszégmatrix diagonalis blokkjai [kc ()] és 0, kovetkezésképpen Im ko (f) < (v),
tehat kc(A)u minden u € K-ra benne van az A M\-hoz tartoz6 sajatalterében. Igy ka(A)u =
(A—A)kc(A)u = 0 minden u € V-re, azaz ka(A) = 0. 0

bazisat. Ekkor f matrixa B-ben f6lirva B = [ ] f61s6 blokkharomszégmatrix. Igy ka(z) =

Bizonyitds 2. A kiovetkezd ,triikkdsebb” bizonyitds nem igényel plusz feltételt a K testre vonat-
kozban, s6t, K akir kommutativ, egységelemes gytir( is lehet.

Tekintsiik az A — xI matrixot, és legyen C' az a métrix, amelynek ij-eleme az A — xI métrix ji
indexi elGjeles aldetermindnsa. A matrixok adjungaltas inverzformulajanak bizonyitdsabol tudjuk,
hogy ekkor (A — zI)C = det(A — zI)I = ka(x)I. C elemei az x-nek legfoljebb (n — 1)-edfok
polinomjai, igy C felirhatoé C,,_ 12"~ +...+Ci2+Cy métrixegyiitthatés polinomként, és ha k4 (x) =
anz”+...+a1x+ag, akkor ku(x)I = ap,lz™ 4. ..+ a1 lz+ agl szintén matrixegyiitthatos polinom.
Két ilyen polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a megfelel6 matrixegyiitthatok megegyeznek.
Mivel (A — 2I)C-ben 2% egyiitthatéja ACy, — C,_1 minden k = 0,...,n-re (a C_; = C,, = 0
jelolessel), az (A — xI)C = ka(z)l egyenl6ségbdl azt kapjuk, hogy ACy, — Cx_1 = ail minden
k-ra. Ezért anA" +...4+ alA + aol = A"(—Cn,l) + An_l(ACn,1 — Cn,Q) 4+ ...+ Az(ACQ — Cl) +
A(AC, — Cy) + ACy = 0, ugyanis az egymaést kovets tagok kiejtik egymast. Tehat k4(A) =0. O



