Lineéaris algebra 12. feladatsor 2009. december 10.

. Melyik mdtrizok diagonalizdlhaték C folott a kévetkezdk kézil? A™ =7

3 4 4 16 0
A:lé _;} B:[_i _H c=|-2 3 3 D=0 -2 0
00 0 0 -3 1

Megoldds: Az A 2 x 2-es matrixnak két kiilonbo6z6 sajatértéke van, 1 és 2, igy biztosan

diagonalizalhat6. Egyik lehetséges diagonalis alakja {(1) g}, a diagonalizil6 matrix osz-
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lopai a megfelel§ sajatértékhez tartozo egy-egy sajatvektor, tehat példaul P = [ ],
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A B matrix karakterisztikus polinomja (x + 1)2, de a —1-hez tartozo6 sajataltér csak
. . -1 . . . .
egydimenzios (a { 2} vektor generalja), igy a matrix nem diagonalizalhato.

1
—2
diagonalizdlhatd, mert két kiilonbozd sajdtértéke van: —1 + /2, és ebbdl addddan nem tul
bardtsagos az n-edik hatvinya, de azért ha valaki kiszdmolta, és ellendrizni akarja, itt a
végeredmény:

14V 4+ (1= VDY) (14 VA - (1= VD))
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Eredetileg a feladatsorban tévesen a B = [ _;] mdtriz szerepelt. Az a mdtriz

A C matrix sajatértékei 0, 1 és —1, és fiiggetlen sajatvektorok kell, hogy tartozzanak
hozzajuk, tehat C' diagonalizilhatd, és diagonalis alakjanak atlojaban a 0, 1 és —1 szdmok
allnak. Viszont az utébbi D diagonalis matrixrél rogton latszik, hogy D3 = D, igy C3 =
PD3*P~! = PDP~! = (, és emiatt C™ = C, ha n paratlan, és C™ = C?, ha n > 0 paros.

D karakterisztikus polinomja —(x + 2)(x — 1)2, igy sajatértékei 1 és —2. 1-hez
kétdimenzios sajataltér tartozik, amelyet kifeszitenek példaul az (1,0,0)T és (0,0,1)T
vektorok, —2-h6z pedig a (—2,1,1)T j6 sajatvektor. Ebbél kévetkezik, hogy D diago-
nalizalhato, hiszen létezik C3-nek D sajatvektoraibol 4116 bazisa, és

1 0 —=2][1 0 0 1 20 1 2+ (=2 0
D"=10 0 1 0 1 0 0 -1 1| =10 (—2)" 0
0 1 1 0 0 (=2) 0 10 0 —1+(-2)" 1
. Mi lesz az aldbbi mdtrizok Jordan-normdlalakja?
11 ... 1
1 1 . 1 2 3 9 2 3 9 0 0 1
a) | . . | €EMpxn(C); b) [0 0 0 |; ¢)|0 2 0 |; d |1 0 0
- ; 0 0 -5 0 0 -5 01 0
11 ... 1
Megoldds: a) A méatrix sajatértékeit és sajatvektorait a karakterisztikus polinom

kiszamitasa nélkiil is megtaldljuk. Els6 1atasra észrevehetjiik, hogy a méatrix csak 1 rangu,
tehat a 0 sajatértéke (n — 1)-dimenzios sajataltérrel. Ezenkiviil, mivel minden sor Gsszege
n, az (1,1,...,1)T vektor sajatvektor, n sajatértékkel. EzekbSl mar kovetkezik, hogy a
matrix diagonalizalhato, és diagonalis alakjanak (amely egytuttal Jordan-féle normalalakja
is) atlojaban n — 1 darad 0, és egy n All.

b) Mivel a matrix fels6 haromszog alakt, rogton leolvashatjuk a sajatértékeket: ezek az
atloelemek, 2, 0 és —5. A 3 x 3-as métrixnak van harom kiilonb6z6 sajatértéke, igy
diagonalizalhato, és Jordan-féle normalalakja az a diagonalis métrix, amelynek atlojaban
2,0 és —5 All.
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¢) A b) esethez hasonloan leolvashatjuk a sajatértékeket: 2 és 5, ahol 2 kétszeres gyodke
a karakterisztikus polinomnak, igy a Jordan-normalalak 4tlojaban is kétszer szerepel. Az
csak a kérdés, hogy egy 2 x 2-es vagy két 1 x l-es Jordan-blokk tartozik hozza. Ezt
eldonthetjiikk a 2-h6z tartoz6 sajataltér dimenzidja alapjan: az adja meg a 2-hoz tar-
toz6 Jordan-blokkok szamat. Az (A — 2I)v = 0 egyenletrendszert megoldva (ahol A
a szobanforgd matrix) azt latjuk, hogy a megoldastér egydimenzios (az (1,0,0)7 vektor
fesziti ki), igy a Jordan-normalalak nem diagonalis, hanem a kévetkezd alaki:
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d) A métrix karakterisztikus polinomja — (2% —1), és ennek harom kiilénbéz6 gydke van, igy

a méatrix diagonalizalhato, és Jordan-féle normélalakja az a diagonalis méatrix, amelynek
1 V3

Ry 3 “ - z 1 NER:
atlojaban z° — 1 harom gyoke 4ll, azaz 1, —5 + 520 és —5 — 51,

3. Mazimum hdny olyan pdronként nem hasonld (komplex) mdtrizot lehet megadni, amelynek
a karakterisztikus polinomja (v — 1)3 - (x — 2)2?
Megoldds: A kérdés atfogalmazhaté tgy, hogy hany lényegesen kiilonb6z6 Jordan-
normalalakot taldlunk (tehat amelyben nem ugyanannyi van az egyes sajatértékekhez tar-
toz6 adott méretii blokkokbol) a megadott karakterisztikus polinomhoz, hiszen két matrix
pontosan akkor hasonld, ha van azonos Jordan-matrixuk. Mivel 1 haromszoros, 2 pedig
kétszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak, az 1-blokkok méreteinek Osszege 3, a 2-
blokkoké pedig 2. Igy az 1-blokkokra harom lehetéség van (egy 3 x 3-as, egy 2 X 2-es egy
1 x 1-essel, vagy harom darab 1 x 1-es), a 2-blokkokra pedig kettd (egy 2 x 2-es vagy két
1 x 1-es), tehat Osszesen 3 - 2 = 6 lehet8ség van.

4. Van-e olyan komplex elemid mdtriz, amelynek a karakterisztikus és minimdlpolinomja a

kévetkezd?
a) pi(2) = (2 — 1z - 2)%, ma(z) = (z — 1)z~ 2)%;
b) pa(x) = $6+$+1 mg(x) 2 +r+1;
¢) ps(x) = (x —1)°(x —22) (z —5), mg(z) = (fL‘ — 1) (2 - 2)%;
d) pa(x) = (2° —x —4)7, ma(z) = (2% —z —4).

Megoldds: a) Van: példaul egy olyan Jordan-matrix, amelynek két 1 x l-es 1-blokkja,
tovabba egy 2 x 2-es és egy 1 x 1-es 2-blokkja van. Erre teljesiil, hogy az egyes sajatértékek
multiplicitasa p;(z)-ben a megfelelé blokkok méreteinek Osszege, az mq(x)-beli multi-
plicitdsa pedig a blokkok szadma.

b) Nincs, mert mo(z) nem osztdja ps(x)-nek.

¢) Nincs, mert p3(x)-nek van olyan gydke, amely nem gy6ke ms(x)-nek.

d) Létezik ilyen. Bar a karakterisztikus polinom gydkeit nem tudjuk megmondani, azt
tudjuk, hogy 2 — x — 4 minden gydke egyszeres (példaul mert a polinom relativ prim a
derivaltjahoz), tehat a méatrix diagonalizalhato, és a Jordan-normalalak olyan diagonélis
matrix, amely my4(z) minden gyokét kétszer tartalmazza. (Mellesleg barmilyen polinomot
vdlasztottunk volna m(x)-nek, ha p(x) = m(x)?, akkor taldlunk hozzd p(z) karakterisztikus
polinomi és m(x) minimdlpolinomd mdtrizot. Legyen B azm(zx) kisérémdtriza, azaz amely
a by...b, bdzison ugy hat, hogy by — by — ---b,,, és b, képét, azaz az A"b, vektort
az m(A) = 0 dsszefiiggésbél szamitjuk ki. Kéonnyen ldthatd, hogy ennek a mdtriznak a
karakterisztikus és minimdlpolinomja is m(x), és igy annak a blokkdiagondlis mdtriznak,
amelynek két B-vel azonos blokkja van, p(x) lesz a karakterisztikus polinomja, és m(x) a
minimadlpolinomja.)

5. Van-e olyan 3 x 3-as mdtrix Q folott, amelynek minimdlpolinomja
a) ¥? —2;
b) 22 + x?
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Megoldds: a) Nincs ilyen, mert akkor a karakterisztikus polinomnak is csak V2 és —/2
lehetnének a gyokei, de akkor a karakterisztikus polinom konstans tagja +2+/2, amely nem
racionalis.

b) 22 +x = z(x + 1), igy a keresett métrix Jordan-normalalakja csak diagonalis lehet, 0 és
—1 atloelemekkel, és minden ilyen meg is felel, tehat a 0,0, —1,illetve 0, —1, —1 atloelemeket
tartalmaz6 matrixok, illetve ezeknek racionalis matrixszal valé konjugaltjai is jok.

. Az aldbbi mdtrizok kozil melyek hasonlok az [(1) _ﬂ mdtrizhoz?

3 0 1 1 1 0 2 -3
St FY e Y e R ]
Megoldds: Az A és B matrixok nem hasonlok, mert karakterisztikus polinomjuk nem

(x — 1)(z + 1) (s6t, B mégcsak nem is invertalhatd). C-nek és D-nek (z — 1)(xz + 1) a
karakterisztikus polinomja, és mivel ennek minden gyoke kiilonbo6z6, C, D és az erede-

tileg megadott méatrix is diagonalizalhatd, vagyis hasonl6 az [ 0 _ﬂ matrixhoz, és igy

egyméshoz is.

. Adjunk meg ortogondlis, illetve ortonomdlt bdzist az R* vektortér (1,2, —1,0), (2,1,0,1) és
(1,—1,1,—1) vektorok dltal generdlt alterében.

Megoldds: Legyen vi = (1,2,—1,0), vo = (2,1,0,1) és v3 = (1,—1,1, —1). Ekkor az orto-
gonélis bézis elemeit megkaphatjuk Gram—Scmidt-ortogonalizilassal. Az elsG elem legyen
u; = vi. A masodik lehet vo — (voup)u;/u? = (2,1,0,1) — 2(1,2,-1,0) = (3, -1, 2, 1),

3y 373
de valaszthatjuk ennek egy skalarszorosat is: us = (4,—1,2,3). A harmadik elem-
nek valaszthaté a vs — (vaup)ui/ui — (vawp)up/uj = (1,-1,1,-1) + (3,2, -%,0) —

(%,—%,%,%) = (%,—%,%,—%) vektornak, de ennek egy szebb skalarszorosanak is:
u; = (4,—1,2,—7). Tehat u; = (1,2,—1,0), up = (4,—1,2,3) és uz = (4,-1,2,-7)

ortogonalis béazisit alkotjdk a megadott altérnek, és ezeket a vektorokat lenormalva az

1 1
(17 27 _1; 0); —<47 _1; 273)7 —(47 _17 2; _7) }

1
BV V30 V70

ortonormélt bazist kapjuk.



