Linearis algebra 1. feladatsor 2013. szeptember 12.

. Egy egység €l kocka alaplapja az ABCD négyzet, feddlapja A’B'C'D’, ahol az egyes csicsok az
alapon azonos betdvel jelzett csicsok folott vannak. Szdamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét:

AB-iD'+BC|, AB.C'D), AiB.CC, iC.AiB, AC.AC’  ABx DO
T / 7 el 7 ] A

Megoldas AB — AD +BC]:\DB+BC]:\DB+BC\:\DC\:\/§,

AB-C'D' = AB - BA) =

= v/2v/2¢0s 60° = 1, ugyanis AB'C' egy lapatlokbol 4ll6 szabalyos haromszog,
— —  — S 9
CACT = A (AC—}—CC):ACAC—l—ACCC:(\@) +0=2.
— —
AB x DC" = AB x AB’ hossza 1 - V2 - sin45° = 1, merdleges az ABB’ sikra, tehat AD-vel

parhuzamos, de ellenkez§ iranyba mutat, igy a vektorialis szorzat DA.
Vagy koordinatakkal: Legyen A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0), A’(0,0,1), B'(1,0,1),

B a
%i

C'(1,1,1) és D’(0,1,1). Ekkor

— = =

|AB — AD" + B'C’| = |(1,0,0) — (0,1,1) + (0,1,0)| = |(1,0,—1)| = V2.
5

AB-C'D’ = (1,0,0)(-1,0,0) = —1.

—_— ——

AB - C'C = (1,0,0)(0,0, )_0,

—

AC - AB" = (1,1,0)(1,0,1) =

—

AC - ACT = (1, 10)(1,1,1)_2,

AB x DC" = (1,0,0) x (1,0,1) =ix (i+k)=ixi+ixk=0-j=(0,—1,0)

. Mely a és b vektorokra teljesiilnek az aldbbi dsszefliggések?

a) [a+b]| = |a| + [bl;

b) [a+b| = [a] - [b;

c) la+b|=|a—b].

Megoldds: a) |a+b| =|a]+|b| & (a+b)? =a?+b?+2|a|-|b| & 2ab =2|a|-|b| & aés b
szoge 0°, azaz a és b parhuzamosak és egy irdnyba mutatnak.

b) |a+ b| = |a| — |b| akkor és csak akkor, ha (a + b)? = a? + b? — 2|a| - |b| és |a| > |b|. Az els6
feltétel akkor teljesiil, ha ab = —|a| - |b|, azaz ha a és b parhuzamosak és ellenkez$ iranyba
mutatnak, és emellett kell teljesiilnie a masodik feltételnek, azaz hogy a nem révidebb b-nél.

c) |a+b|=]a—b| < (b+b)? = (a—b)? & 2aa = —2ab < ab = 0, azaz, ha a és b merélegesek.

(Geometriai megfontolassal: az a) feltétel azt jelenti, hogy az ABC haromszig, amelyben a = AB
ésb = B?, elfajuld, és az ABC szdg 180°-0s, a b) feltétel ugyanezzel a jeloléssel azt, hogy az ABC
szog 0°-0s, és |a| > |b|, a c) feltétel pedig azt, hogy az egy cstcsbol induld a és b vektor 4ltal
meghatarozott paralelogramma 4tl6i azonos hossziisiguak, tehit a paralelogramma téglalap.

. Legyen O az Ay, Ao, ..., A, csicspontok dltal meghatdrozott szabdlyos n-szog kézéppontja. Hatd-
— —— —
rozzuk meg az OAy + OAs + --- + OA,, vektordsszeget!

—
Megoldds: Legyen a vektorok Gsszege v. Ha 0 koril %’r szoggel elforgatjuk a sikot, akkor az OA;
vektorok egymas kozott permutaldédnak, tehdt az elforgatottak Gsszege szintén v lesz. Masrészt az
elforgatottakat egymés utan tologatva az egész abra, és igy a kapott Osszegvektor is az eredetinek

az elforgatottja lesz, ezért Gsszegként a v vektor 27” szogi elforgatottjat kapjuk. A v vektor csak

s

akkor egyezhet meg a 27 sz0gi elforgatottjaval, ha v = 0.

. Tegyiik fol, hogy a C pont m : n ardnyban osztja két részre az AB szakaszt. Jeloljon O eqy tetszdleges
— — —
pontot. Fejezziik ki az OC wvektort az OA és OB wvektorok, valamint m és n segitségével!

—  — — — —  —
Megoldds: OC = OA+ 2 AB =0A+ - (0B — OA) =

. Legyen F az ABC hdromszog AB oldaldnak felezépontja, H pedig a BC oldal C-hez kdzelebbi
harmadoldpontja. Milyen ardnyban osztja egymdst a CF és az AH szakasz?

Megoldds: Legyen M a CF és AH szakasz metszéspontja, és jeldljiik b-vel az E, c-vel pedig az
— — — —
AC vektort. Ekkor AM = AF + )\ - F'C valamilyen \ skalarra, és ezt tovabb alakitva azt kapjuk,

AN — 1 A £ AT — o AR — (1 2 _ 1 2u
hogy AM = ib+X-(c—1b) = ( —5)b+Ac. Méasrészt AM = - AH = p(3b+5¢) = £b+ Fc.
Mivel b és c fiiggetlenek, ebbdl 2 5 — % =Lés )= %’“‘, igy p = % és \ = % Tehat a két szakasz

metszéspontja felezi a C'F szakaszt, és negyedeli (a H-hoz kozelebb) az AH szakaszt.
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a) Hatdrozzuk meg az a = (1,2,1) és b = (2,1, —1) vektorok szogét!
b) Adjuk meg az a = (1,1,2) vektor merdleges vetiiletét a b = (2, —1,2) vektorra!

b 3
Megoldds: a) A szog koszinusza ﬁ =5~ igy a két vektor 60°-0s szoget zar be egymaéssal.
a
b
b) A vetiiletvektor ;710 —3(2,-1,2) = (L, -3, 10),

Hatdrozzuk meg az a és b nem nulla vektorok szogét, ha tudjuk, hogy da + 2b merdleges a — b-re,
tovdbbd 4a + b merdleges b-re!

Megoldds: 0= (5a+2b)(a—b) = 5a?—2b?—3ab, és 0 = (4a+b)b b2—|—4ab Ebbél ab = —1b?,
és a? = 1b?, tehat a két vektor szdgének koszinusza —1|b|?/3|b||b| = —31, igy a két vektor szdge
120°.

. Ha a merdleges b-re, akkor mivel egyenld az ((a X b) x a) x b vektor?

Megoldds: Ha a vagy b nullvektor, akkor 0 az eredmény. Ha nem, akkor a és b a merd6legesség
miatt fiiggetlenek, és igy kifeszitenek egy sikot, amelynek normélvektora a x b. Az (a X b) x a
vektor merdleges a x b-re, tehat benne van a és b sikjaban, és meréleges a-ra is, ezért parhuzamos
b-vel, tehat ((a x b) x a) x b =0.

= — .
. Legyen ro = OPy = (x0,Y0,20) ésr = OP = (z,y,2). Bizonyitsuk be, hogy

a) P akkor és csak akkor van rajta a Py-t tartalmazd, az n = (a,b,c) vektorra merdleges sikon,
ha (r —rp) -n=0;
b) P akkor és csak akkor van rajta a Py-on dtmend, a v = (a,b, ¢) vektorral pdrhuzamos egyenesen,
ha van olyan t € R, amelyre r = rg + tv.
Irjuk fel a kapott egyenleteket koordindtdkkal is!

Megoldds: a) P akkor van rajta a sikon, ha ]30—13> =r — ro parhuzamos a sikkal, azaz meré&leges
a normalvektorara, és ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha (r — ro)n = 0. Koordinatékkal:
a(r — xo) +b(y — yo) + c(2 — 20) = 0.
b) P akkor van az egyenesen, ha 150—]3> = r — rg parhuzamos v-vel, azaz r — ryp = tv valamely
t € R-re. Koordinatdkkal: © =29 +at, y =1yo+bt, z =29+ ct.

Fejezziik ki vektormiveletekkel eqy v vektor nr = 0 sikra vonatkozo tikérképét, illetve egy b
irdnyvektorid, origon dtmend egyenes korili 90°-os elforgatottjdt!

Megoldds: A v vektort mint egy pont helyvektorat értjiik, és a végpontot tiikrozzik az origdn
dtmend rn = 0 sikra. A tiikorkép helyvektorat megkapjuk gy, hogy v-t levetitjiik n-re, és v-bél
kivonjuk a vetiilet kétszeresét: v —2-n

Ha v = O—P>7 és P’ az P-nek az egyenesre vett vetiilete, akkor P elforgatottjat megkaphatjuk
— —
agy is, hogy a P’'P vektort forgatjuk el 90°-kal, s mivel P'P meréleges b-re, az elforgatottat

> ~— 1
b x P'P. gy a v vektor elforgatottja OP’ + o] bx PP =

megkaphat juk vektorialis szorzattal: I

Ibl
Eeb + b X (v — {2b) = b+ b x v
Bizonyitsuk be, hogy eqy egységelemes félcsoportban
a) ha a és b invertdlhatd, akkor ab és ba is invertdlhatd;
b) ha ab és ba invertdlhato, akkor a és b is invertdlhato!
c) Egy halmaz dnmagdba mend leképezései egységelemes félcsoportot alkotnak a kompoziciora
nézve. Ldssuk be, hogy végtelen halmaz esetén van ebben olyan a és b elem, amelyre ab in-
vertdalhatd, de a és b nem!

Megoldds:  a) Ha e az egységelem, a~! az a 1nverze ésblab 1nverze akkor (ab)(b~ta™ ) =

a(bb™Ha"t = aea™ = aa™! = e, &s (b7 la” )(ab) b=l(a ta)b = b7leb = b71b =
Ugyanigy ba inverze a~'b~!.

b) a-nak jobb inverze b(ab)~!: ab(ab)”! = e, és bal inverze (ba)~'b: (ba)"'ba = e. Ha a
félcsoport egy elemének van jobb és bal inverze is, akkor azok megegyeznek, és inverzét adjak
az adott elemnek. Igy a invertalhato, és hasonléan b is.

c) Legyen H = {0,1,2,3,...} a végtelen halmaz, és a(z) = x — 1, ha x > 1, és 0, ha = 0.
Legyen b(x) = = + 1 minden z € H-ra. Ekkor ab(z) = x minden z-re, tehat ab a félcsoport
egységeleme, igy invertalhato is. Viszont ba(0) = ba(1l) = 1, tehat ba nem lehet invertalhato:
akarmilyen c leképezésre cba(0) = cba(1l), tehat cba nem lehet az identikus leképezés.
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Gyirit, illetve testet alkot-e R x R a komponensenkénti mdveletekre nézve (azaz: (a,b) - (¢,d) =
(a-c,b-d) és (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d))? Van-e egységelem, nullelem?

Megoldds: Gyfirtit, s6t kommutativ gytrit alkot: a + és - kommutativ és asszociativ, tovabba
teljesiil a disztributivitas, mert komponensenként teljesiilnek ezek az azonossagok. (0,0) nullelem,
(—a,—b) az (a,b) elem additiv inverze, és (1, 1) egységelem. Viszont nem alkot testet, mert példaul
(1,0)-nak nincs inverze.

Ldssuk be, hogy tetszdleges gytriben a -0 =0-a =0 minden a elemre, tovabbd (a(—b) = (—a)b =
—(ab) minden a,b-re!

Megoldds: a-0=a-(0+0)=a-0+a-0, és mindkét oldalon hozzdadva az a - 0 additiv inverzét
azt kapjuk, hogy 0 = a - 0. Ugyanigy 0 -a = 0.

a(—b) = —(ab), mert a(—b) + ab = a((—b) + b) = a0 = 0, és ugyanigy (—a)b = —(ab).

a) Bizonyitsuk be, hogy Q-nak nincs olyan valddi részhalmaza, amely az eredeti miveletekkel testet
alkot!

b) Bizonyitsuk be, hogy a legkisebb olyan résztest R-ben, amely tartalmazza a /2 szimot, az
{a+bv2]a,bcQ}.

Megoldds: a) Ha egy részhalmaz az eredeti miiveletekkel testet (tehat Q-ban résztestet) alkot,
akkor van benne nullelem és egységelem, és az nem lehet mas, mint a 0 és az 1 (ha a + a = q,
akkor a = 0, és ha a # 0, és a® = a, akkor a = 1). Mivel 1 benne van a résztestben, annak
akarhanyszoros Osszege, tehat minden n € N is, és ezek negativja is (més additiv inverze nem
lehet). Ugyanigy a multiplikativ inverz létezésébdl kovetkezik, hogy minden 0 # n € Z-re % is
benne van a résztestben, és igy minden racionélis szam is.

b) Az ilyen alakt szdmok nyilvin benne vannak az adott résztestben (az a)-beli okoskodéas
mutatja, hogy Q benne van minden résztestben, és mivel /2 is ott van, ezért minden
a + bV2 szam is, ahol a,b € Q. Azt kell még belatni, hogy az ilyen szamok valoban
résztestet alkotnak, tehat zartak az Osszeadésra, szorzésra, additiv inverzre és multiplikativ
inverzre. Az Osszeadasra és additiv inverzre valo zartsag nyilvanvalé a szorzatra valo zartsag
az (a + bv/2)(c + dv/2) = ac + 2bd + (ad + bc)V/2 4talakitasbol, a multiplikativ inverzre vald
Artss a4 1 a—bv?2 a b
zartsag pedig az PR S R e
felhasznaljuk azt, hogy a® — 2b% nem lehet 0, ha a + byv/2 # 0, ugyanis /2 nem racionalis.

V2 stalakitasbol kévetkezik (it

Legyen az ABC' hdromsziogre a = CAésb=CB. Irjuk fel a hdaromszég C-b6l kiinduld silyvonaldt,
magassdgdat €s szogfelezdjét mint vektorokat az a és b vektorok és vektormiuveletek (beleértve az
abszolutértéket is) segitségével!

Tegyiik fel, hogy az a és b vektorok hossza 1 és 2, a 2a+ b vektoré pedig 2. Hatdrozzuk meg a és b
szogét!

Tekintsiik egy a és b vektorra az a, a x b, (ax b) x a, ((a xb) xa) x b, ... sorozatot. Hinyadik
lehet az elsd O vektor a sorozatban. Ha ilyen nincs, hany kilonbozd irdnya van a sorozatban szerepld
vektoroknak?



