Lineéris algebra 2. feladatsor (megoldasok) 2013. szeptember 19.

1. Testet alkotnak-e az R x R elemei, ha az dsszeadds (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), a szorzds pedig

a) (a,b) x (¢,d) = (ac — bd,ad + be), illetve

b) (a,b)* (c,d) = (ac+ bd,ad + bc)?

Megoldds: a) Az Gsszeadasra csoportot alkot, mert mindkét komponensben kommutativ és asszo-
ciativ az Osszeadas, (0,0) additiv egységelem, és (a,b) additiv inverze (—a, —b).
A disztributivitas is teljesiil: (a +a’,b+ ') x (¢,d) = ((a+a')e — (b+V)d,(a +a')d + (b+
b)c) = (ac —bd +a'c —b'd,ad + a'd + bec + b'c) = (ac — bd,ad + be) + (a’c — b'd,a’d+ b'c) =
(a,b) * (¢, d) + (a', V') * (c,d).
A szorzas kommutativ: (a,b) * (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, cb + da) = (¢, d) * (a,b),
és asszociativ: ((a,b) x (b,c)) % (e, f) = (ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e) =
(ace—bde—adf —bcf, acf —bdf +ade+bce), és (a,b)*((c,d)* (e, f)) = (a,b)*(ce—df,cf +de) =
(ace — adf —bef — bde, acf + ade + bee — bdf ) megegyezik az el6zével.
Egységelem az (1,0): (1,0) * (a,b) = (a — 0,b+ 0) = (a,b).
Ha (a,b) # (0,0), akkor (a/(a®+b%),—b/(a? +1?)) az inverze (értelmezve van, mert a,b € R-re
a?+b* > 0, ha (a,b) # (0,0): (a,b) * (a/(a* +b*),=b/(a® +b?)) = ((a* +b?)/(a* +b?), (—ab+
ba)/(a? +v?)) = (1,0).

b) Nem alkot testet, mert multiplikativ egység ugyan van: (1,0) * (a,b) = (a,b) = (1,0) = (a,b),
de nincs mindennek inverze: (1,1) inverze (a,b), ha (a +b,a +b) = (1,0), ami nem lehet.
(Az Gsszeadas azonossigai, a disztributivitis, a szorzids kommutativitiasa és asszociativitasa
is igaz, tehat kommutativ gytr(t kapunk, csak nem testet. Mellesleg nem is 0-osztémentes:

(1,1) % (1,—-1) = (0,0).)

2. Adjuk meg az aldbbi komplex szdmok kanonikus (algebrai) alakjdt:

3— 43
a) z=(3—4)(7+ 8i); b) 2= 2_;; ) z=1i%; d)z:(1+i)9.
Megoldds: a) 53 — 4i; b) ((32_7%)((;2")) = 152 =2 —i. ¢) Mivel i* = (1) =1, % = i = —i. d)

Mivel (1 +4)? =23, (1+4)% = (20)* - (1 +i) = 16 + 16i.

3. a) Szamitsuk ki a 16 — 307 komplex szam négyzetgyokeit.
b) Bizonyitsuk be, hogy a komplex szdmok kiérében minden szambdl lehet négyzetgyokit vonni.

Megoldds: a) Az (z+yi)? = 16 — 30i egyenletet oldjuk meg z,y € R-re. A négyzetre emelés utan,
kihasznalva, hogy az algebrai alak egyértelm, a kovetkezd két egyenletet kapjuk: 22 —y? = 16,
2xy = —30. Az utébbibél kifejezve y-t és az elsébe behelyettesitve: 2 — %5 = 16, azaz
x* — 1622 — 225 = 0, tehat 2 = 25 vagy 22 = —9. Az utébbi x € R miatt nem lehet, tehét
22 =25, igy o = £5, és y = —% = F3. A kapott két megoldas z = +(5 — 3i).

b) Ha a+ bi-b6l kell négyzetgyokot vonni, b = O-ra ++/a, illetve a < 0 esetén +iy/—a a megoldas,

kiilonben pedig az el6bbi médon az (v + yi)? = a + bi egyenletbdl kapott egyenlet z-re % —
az® — (b%/4) = 0, amibsl 22 = eVt ng%z értelmezve van a? + b* > 0 miatt, és a két megoldas

a+vaZ+b2
2

fe b
, e85y = 5o

koziil a nagyobbik pozitiv, igy © = £
4. Legyen z =1+ 3i és u =2 — i. Szdmitsuk ki az aldbbi kifejezések értékét:

a) zz b) u/u c) |z —ul d) |2z — zu| e) |u/zud].
Megoldds: a) 2z = |z =149 = 10. b) u/u = u?/(ut) = (3—4i)/5 = 2 — %i. ¢) |z —u| =
=1+ i) = VIT ) |22 — zu] = [2— ul - 2] = [i] - |1 + 3i] = V0 e)[u/(=%)] = Jul/(|2] - |al®) =
Jul/(J2[[ul*) = 1/(|2[[ul*) = 1/(5V/10).

5. Mi a mértani helye a sikon azoknak a pontoknak, amelyeknek megfelelé z kompler szamokra:

a) |z—5+1i =2 b) |z —i| =|z+1] c) |z| = 3iz
—3+4

d) z+z<4 e) 22 +5 =22 f) 27“ >1
z—1

Megoldds: a) |z — (5—1)| =2, ha z tavolsaga 5 — i-t6l 2, tehat ez az 5 — i koriili 2 sugara kor.
b) z téavolsaga i-t6l és —i-t6l megegyezik, tehat z az i-t és —i-t Osszekots szakasz felezd
merdlegesén, azaz az x tengelyen van. A megoldés az = tengely, azaz { z|Imz =0}.
c) Ha |z| = 3iz, akkor |z| = |3iz| = 3|z|. Ebbdl kovetkezik, hogy |z| = 0, tehat z = 0. A mértani
hely csak az origébdl All.
d) z =z + yi-re a feltétel 2z < 4, azaz z < 2. A mértani hely az x = 2 vizszintes egyenes alatti
nyilt félsik.



10.

Lineéris algebra 2. feladatsor (megoldasok)/2 2013. szeptember 19.

e) z =ux + yi-re 2z + 2yi + 5 = 2z — 2yi, amibsl y = —%z’, de ez y € R miatt lehetetlen. Tehat a
mértani hely az iires halmaz.

f) Az egyenlGtlenséget atirhatjuk |z — 3 + 4i| > |z — i| alakba, és az utobbit azok a z komplex
szamok elégitik ki, amelyek i-t6]1 nincsenek tavolabb, mint 3 — 4i-t6l. Ez az i-t és 3 — 4i-t
Osszekots szakasz felez6 merdlegese altal kettévigott sik i-t tartalmazé zéart félsikja, kihagyva
az i pontot, mert ott a hanyados nincs értelmezve.

. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halmazdn:

a) 2% =—-12;
b) 22 +32+4=0;
c) 22 =1i;

d) 2> +2iz—1+i=0.
Megoldds: a) z = +2/3i.
-3+V-7 3 V7.
b) z —1.

=——=
2 2 2
¢) (1+i)? =2 miatt z = +
d) y = —21:‘:\/—4-"-4 44 Zi\/—_Z:

(J5 + 750

i), tehat — L _1)iés

(75 T 5 72T (75 7z~ (L )i
Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok kérében, és dbrdzoljuk a megolddsokat a komplex
szamsikon.

a) 3 —-1=0 b) 2t —1=0 c) ' +1=0 d) v* =523+ 622 —5r+1=0
Az d) egyenletnél osszunk le x*-tel, és vezessiik be az u = x + (1/x) helyettesitést.
Megoldds:

a) Tr1 = 1, X233 = —% + @’L

b) 1’1,2 = il, T34 = +1i.

c) 2t +1=a*4+222 +1 222 = (22 + 1) — (V22)? = (2?2 — V22 + 1)(2® + V22 + 1), tehat a
gyokei x1.2,3.4 = £ 75 £ 5.

d) 22 —5z+6—-24+% = (z+1)?—5(z+1)+4=0haz+1 =1 vagy 4. Azels6bsl 2> —z+1 =0,
tehat 12 = 3 14 ‘/_z a masodikboél 22 — 4x + 1 = 0, tehat x34—2:t\/_

Mi a geometriai jelentése annak, hogy eqy z komplex szimot megszorzunk i-vel? Hdt annak, ha
(1 + 7)-vel szorzunk? Es ha vesszik a z konjugdltjinak a reciprokdt (z # 0-ra)?

Megoldds: Az i-vel valo szorzas 90°-os forgatas pozitiv iranyban. Az (1 + i)-vel valo szorzas 45°-
os sz0gtl, \/2-sz6r6s forgatva nytjtas. A z — 1/Z az origd koriili egység sugart korre vonatkozo
inverzi6.

. Hozzuk trigonometrikus alakra az alcibbz' komplex szamokat:

a) 14+1; b) —8; ¢) — +2 ; d) 1—itga; e) sin12° —icos12°.

Megoldds: a) 1+i=/2(cos 45° + isin45°) vagy radidnban v/2(cos T + isin T).

b) —8 = 8(cosm + isinm).

c) cos 150° + isin 150°.

d) = (cosa — isina) = L
cosar < 0, akkor ———(—cosa +isina) = —
alak.

e) sin12° —icos 12° = cos 78° — isin 78° = cos(—78°) + i sin(—78°).

(cos(—a) + isin(—a)) trigonometrikus alak, ha cosa > 0. Ha
(cos(m — a) +isin(m — «)) a trigonometrikus

COs &

Szamitsuk ki
a) a (—\/§ +1)72 komplex szdm értékét, és hozzuk az eredményt algebrai alakra;
b) —243i dsszes otodik gyokét (trigonometrikus alakban);
c) a25—2%+1—1i=0 egyenlet dsszes megolddsdt;
d) aZ=2z" (ne€N) egyenlet 6sszes megolddsdt.
Megoldas a) —V3+i= 2(cos 5% 4+ isin 3T), és a —9. hatvanya =15 (cos(—23T) + isin(—437)) =
=z(cos T +ising) = 512
b) —243i = 243(cos 270° +7sin 270°), és az 6todik gydkei 3(cos(54° + k- 72°) +isin(54° + k- 72°)),
ahol k =0,1,2,3,4 (tehat a szogek 54°, 126°, 198°, 270° és 342°).
c) 23 = LEVIAR - 1EVESHA A 3 4 4 négyzetgySkét algebrai alakban kiszamolhatjuk:
+(1 + 2i), tehat 23 = L2 tehdt 23 = 1 +4 vagy —i. Az 1+ i = v/2(cos45° + isin45°)
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trigonometrikus alakbol z; 5 3 = v/2(cos(15° + k- 120°) +isin(15° + k- 120°)) (ahol k = 0, 1,2),
mig a —i = cos 270° 44 sin 270°) trigonometrikus alakbol z4 5 ¢ = cos(90° +k-120°) +i sin(90° +
k-120°)) (ahol k = 0,1,2).

d) A két oldal abszoliit értékének egyenléségébdl |z| = |z|™, tehat vagy 2z = 0, vagy |2|"~1 = 1.
Az utébbibol n > 1 esetén |z| = 1 kovetkezik. Ha n = 1, akkor az egyenlet z = z, amelynek
pontosan a valos szadmok megoldasai. Ha n > 1, akkor |z| = 1 miatt z = |2|?/2z = 1/z, tehét
a 2"*t! =1 egyenletet kapjuk, amelynek megoldisai az (n + 1)-edik egységgyokok: cos ZLJ:; +

isin%), ahol k =0,1,...,n).

11. Bizonyitsuk be, hogy egy egyenldszdri derékszogd hdromszdg dtfogdjinak kilonbozd csiucsaindl vett

harmadolo, illetve negyedeld pontja dltal alkotott szakasz 45°-0s sz6g alatt ldtszik a hdromszdg dtel-
lenes csicsdbol!
Megoldds: Feltehetjiik, hogy a haromszog csticsai 0, 1 és ¢ a komplex szdmsikon, és a harmadolé
pont az 1-hez kozelebbi % + %i, a negyedelS pont pedig az i-hez kdzelebbi i + %i. Az origobol a két
osztépontba mutatd vektorok szogét kell kiszamitani, ami éppen a két komplex szadm hinyadosanak
szoge. (L4 34)/(2 4+ Li) = 3((1+30)/(2 + 1)) = 3((5 + 5)/5) = 2Y2(cos 45° + isin45°), igy az
osztopontok altal hatarolt szakasz valéban 45°-0s szogben latszik a derékszogt cstcsbol.

12. Adjuk meg C — C figguényként (a szokdsos algebrai miveletek és a konjugdlds segitségével) az
aldbbi siktranszformdcickat:

a) origo korili o sz0g9d forgatds;
b) 1+ i korili 60°-0s forgatds
c) Az x, illetve az y tengelyre vald tikrozés;
Megoldds: a) A cosa + isina komplex szidmmal valo szorzés.
b) z— (2 —1—1i)e+ 1+, ahol & = cos 60° + isin 60° = 1 + ¥3;.
c) Az x tengelyre valo tiikkrozés: z — Zz, az y tengelyre valo tikrozés z — —Z.
Hfl. Hatdrozzuk meg azon z szimok mértani helyét a komplex szdmsikon, amelyekre |z| = iz.

Hf2. Adjuk meg az aldbbi egyenlet dsszes megolddsdt:
2z n 2
1—7 2z-1

=—14 2.



