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e

(1 + i)n X�V�NUXTd9X�N�f
g I/hiH�N�[jV�k@PEPJc1d]WlM�SmH
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n
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(

n
2

)

+
(

n
4

)

−
(

n
6

)

+ . . . n OEO�P@MUSmX�VTNDXTdoXJN�f
p I/q�M2r@MEPEP�s<dad
e

cos(7x) t M�N cos x
XTO

sin x
O@M�S�`"NbO\X�S1XJujM�Rvf

w/M�S1k�Rvx1[�O�y z<{
1 + i =

√
2( 1

√

2
+ 1

√

2
i) =

√
2(cos π

4 + i sin π
4 ) |~}��j�

(1 + i)n = 2n/2(cos nπ
4

+ i sin nπ
4

) �� {�� �~���'�o�Y���j�����Z�����������^���J�^���9�
(1 + i)n =

∑n
k=0

(

n
k

)

ik | �J�����'�'�J��� z �v�o���^���^�����J�'�B��� zm� ���9���
� �^����� �'��� ���~��� z � � �^�^�J� � Re 2n/2(cos nπ

4 + i sin nπ
4 ) = 2n/2 cos nπ

4 �¡  �J� n 8 ¢¤£ z �¥�9�J�^�� z � zj¦ �J� z �§�����J���v�1�¨�������^���J�9���
�9� z ���¨� z �<©^ª�� | �'� �j�

(

n
0

)

−
(

n
2

)

+
(

n
4

)

−
(

n
6

)

+ . . . =



















0,
� z

n = 8k ± 2
−2n/2,

� z
n = 8k + 4

2n/2,
� z

n = 8k
2(n−1)/2,

� z
n = 8k ± 1

−2(n−1)/2 � z
n = 8k ± 3« �­¬®e¯P@k�°~±�`2N2OTc<d g MT²�³'k�Sj±�W]e"°´x1M�°

n t M�x�e"diM�S�±�O\X�S@S�± n d¥µ´VTe"Wae2Nb`"u
d t M�x�e"diM�S�±�O\X�S@S�± n d�ujH�RvH�Wae"R¶±1M�°

d | n tV�M@f
w/M�S1k�Rvx1[�O�y

ε n ¢ � ¦ �v�]� �j� ��� �o�j� � � | � z εn = 1 | ���·�'�����Y�
� } � d ¢ � ¦ �v��� �j� �^� �o�j� � � | � z d
z ��� � � ���^�J�'��o� � z ���B�o���
� } �¸� � ���^�,� �v���J�9¹ | �'� �j� εd = 1 �»ºF� �v�v���j�¼� � z � | �'� �j� d ≤ n �¾½ �^�^��ª��¼���

n ¢ �J�� z � zj¦ ���9�o� z �
d ¢ �9���b¿ n = dq + r �À  � �9�j� 1 = εn = εdq+r = (εd)qεr = 1qεr = εr �FÁ � r < d |

}��j� z
d
�Y�v�'��� z �v�v�E�j� z �_� z �^�

r £ � z � 0
�����'��� | z � z � n = dq |~}��j� d

�o���J���
© z
n ¢ �'�J� �

�§�ÂhiH
ε n t M�x�eÃdFµ�V�e"Wae"NÄ`"u_M�Sj±
O\XUS@S�± n d\² εk ² ε̄

XTO −ε
³�[�°$±oH9xjeÃdZµ�V�e"Wae"NÄ`"uYM�Sj±
O\XUS@S�± n d n d�Åw/M�S1k�Rvx1[�O�y  >�j� n ¢ � ¦ �v�Æ� �j� �^� �o�j� � �Ç�^��� � �o�'�o�Y�J�^�^�v��ª'� z � z �\© z

ε = cos( `
n2π) + i sin( `

n2π)
� z ¢� z �_��� � ` ∈ Z ¢ ��� | ª �j� z �'�v� ε = n

√
1 �ÉÈ z ε

�'�����Y�
� } � n ¢ � ¦ �
�Ê� �j� �^� �o�j� � �ÌË z � z �
ε
����� ¦ ©^�

n
{ |z � z �J��©^�����J�1��� | �'� �j� z �^� � � �ÍËb��� }v�j� z �'� z �

2π ¢ �<�9���À� z ���É���
���o�v�"© z � { `
n2π

z � z � Î z � | z �'�o� `
n�'��� � �j� �^���J��Ï'� } ���'�J�^¹ � εk �^� � � � `k

n 2π | ��� `k
n =

` k
(k,n)

n
(k,n)

� �j� �^���J��Ï'� } ���J��� z � z � � z �ÐËb�Y���9���'� �j�
( k
(k,n)

, n
(k,n)

) = 1 | ��� (`, n
(k,n)

) = 1
{ | �����~��� εk ����� ¦ ©^� n

(k,n)
�

ε̄
��� � � � − `

n
2π | ��� − `

n

ª �j� z �<Î �j� � �j� �^���J��Ï'� } ���'�J�^�J�����J� | �Y�v�1� `
n
| �^���~��� ε̄

����� ¦ ©^�i�v�
n �

−ε = (cos π + i sin π)(cos `
n2π + i sin `

n2π)
��� � � � ( 1

2 + `
n )2π = n+2`

2n 2π ��È z n
�$��� z ��� z � |z � �9�j� n+2`

2n

� �j� �^������Ï'� } �^�'�J���J���v��� | �_�J�^�
(n + 2`, 2) = 1 | ��� (n + 2`, n) = (2`, n) = (`, n) = 1 |�����~���]�J�<�9�j� −ε

����� ¦ ©^�
2n �ÆÈ z n

�o�^����� z ���
4 ¢��j� ���b¿ n = 4k | z � �9�j� n+2`

2n = 4k+2`
8k = 2k+`

4k� �j� �^���J��Ï'� } ���'�J�^�J�����J� | ª �j� z �'��� (`, 4k) = 1
�_� z �^�

`
�$��� z ��� z � |Ñ}��j� 2k + `

��� | ��� (2k + `, 4k) =
(2k + `, 2k) = (`, 2k) = 1 �l� ���~�����J�'�B�J� z �_���^���^�B��� −ε

���J� ¦ ©^�
n ��Ò � �oÓ � | � z n = 4k + 2 |z � �9�j� n+2`

2n
= 4k+2+2`

8k+4
= 2k+1+`

4k+2
= (2k+1+`)/2

2k+1

z �l� �j� �^���J��Ï'� } ���J��� z � z �B¿ z ���\�j�Y�¯�j�v�Ô� � ����� |�Y�
�9���
(`, 4k + 2) = 1

�Y� z �^�
`
�$��� z ��� z � | �����~��� 2k + 1 + `

�$�����o�JÕ z �'�J�9����¹a�B� ¦ � � �$��� z ��� z � | }��j�
( 2k+1+`

2
, 2k +1) = (2k +1+ `, 2k +1) = (`, 2k +1) = 1 �Ö� ���~���×�J�'�´��� z �À���^���^�B��� −ε

����� ¦ ©^�
n
2 �>Ø �^�^����� } �^�9�j¿

−ε
����� ¦ ©^�

=







2n,
� z

n
�$��� z �^� z �

n,
� z

n
�o�^�J�^� z ���

4 ¢¤�j� ���
n/2,

� z
n = 4k + 2

Ù �ÔÚ'P\[jWa`"NbOTc1d]d
e>H
P
n t M�x�eÃdYMUS�±
O@X�S@S�± n d n d n OEO�P@M�S<X�N"²�OEP@k�V�P@H�N�[jNÛXTO�°BX�S�±
P@M�N n OEO�P
M�S1X�NUÜw/M�S1k�Rvx1[�O�y Ý � �j� ��� ε = cos 2π

n + i sin 2π
n �   � �9�j� 1, ε, ε2, . . . , εn−1 z � � �^�^�����

n ¢ � ¦ �
�� �j� �^� �o�j� � � �� � � �^�^��� �oÓ � 1 + ε + ε2 + . . . + εn−1 = 1−εn

1−ε
= 1−1

1−ε
= 0 | � z n > 1 | ��� 1 | � z n = 1 �� �^�J�j��� z ��ª��

1 · ε · ε2 · · · εn−1 = ε0+1+...+(n−1) = εn(n−1)/2 �­È z n
�$��� z �^� z � | z �<�9�j� z���
���J�9¹

n · n−1
2

�o�^����� z ���
n ¢ �'��� |'}��j� z �^���j��� z �

1 �·È z n
�$�����o� | z � �9�j� z �^�J�j��� z �

(εn/2)n−1 | z �'�o�
εn/2 �'� �j� ���J�^� 1 | ¦ � � �'� z � z �'��� | }��j� εn/2 = −1 | ��� z ��� �j� �^� �o�j� � � � �l�^���j��� z � z

(εn/2)n−1 =
(−1)n−1 = −1 �
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È z n
�$��� z ��� z � | z � �9�j� z ��� �j� ��� �o�j� � � � �Y�'� �j� ���J���J�§�Y��� ¦ � Ó � � �1� � ��¹j�B¿ i 6= j ¢ ��� ε2

i − ε2
j =

(εi − εj)(εi + εj) | z �'�o� εi 6= εj | �J� εi 6= −εj | ª �j� z �'��� (−εj)
n = (−1)n = −1 ���D�j� z �

� �j� �^� �o�j� � � � �m�'� �j� �J�J����� z � � �^�^�J���F� �j� �^� �o�j� � � � �F�J��¹9�j��� } �"©����l� z � z �_��� � �J�Â�^�j������� ¦ �B�J� | ���À���J�J�^�z � � �^�^��� �oÓ �Â�Y� � � �j� �����v� z ��� �j� �^� �o�j� � � � � � �^�^�J� � �J�9��� | 0 ¢ � z �·Ë2�����v�J�^�9� n = 1
���^�������

1 ¢¤�j� ��� { �
È z n

�$���^�o� | z �<�9�j� z �'� �j� ���������v� n/2 ¢ � ¦ �
�É� �j� �^� �o�j� � � � � | �Y�v� ¦ � �j� �
�/���v¹ � �j� ¦ ª'�
2 ¢ �����J�\¿

ε2 = (−ε)2 | ��� � z �a� � ��� Ó � n/2
� Ó � � �9� � ��¹ | ª �j� z �'�v� ε1 = 1, ε2 = ε, ε3 = ε2, . . . , εn/2 = ε

n
2 −1 ¢���

ε2
i − ε2

j = (εi − εj)(εi + εj) | �����v��� z �l�j��� ¦ �v�­����� � ����¹­�����
0 | �Y�J�^�

ε1, . . . , εn/2
�Y��� ¦�z

� } � � �����^¹ � ���v�J�B���Â� z �'� z ��Ë2�´�����J�J�^�^�9� z �
x
����� � �J� � �B�o�J�v� } � � ������� { | z −1 ¢ �^���J�^���^���
�Â�´� ¦ � � z � z ���^�

� ���v�J�B��� Ë2�B�J�����^���j� } �^� zÉz �
x
����� � ��� � �'� � z � } � � ���v�J� { �Ð� ���~���m�J� �9�j� z �'� �j� ���J���J� � ���^��� � � z �

n
2
¢ � ¦ �v�m� �j� �^� �o�j� � � � � � �^����� � ���'�J� 2 ¢ �����J������� | z �_�

0 | � z n > 2 | �J� 2 | � z n = 2 �
� ���¥Rvx.r�c1d_WYM�SmH�P

x3 + 6x + 2 = 0
M�Sj±9M�°$R�M�NUMJNÛH��ÖH�V^x1H�°Bk t d9XUµ�R�M�NÖO\M�S�`2N2O\XUS1X�ujM�RvÜw/M�S1k�Rvx1[�O�y¾� �

x3 + px + q = 0
� �j� ���'���J���Y� � �o� ¦ �j� z � z � u = 3

√

− q
2

+
√

( q
2
)2 + (p

3
)3

� �j� �v��J�^�^�J�9�J�9���1���
v = −

p

3

u ¢ � z � x1 = u+v | x2 = εu+ε̄v
���

x3 = ε̄u+εv | z �'�o� ε = − 1
2
+

√

3
2

i
�'�^���Y�
� } �

3 ¢ zj¦ �v�/� �j� �^� �o�j� � � �Â  �'�B��� z �Y�J�^�J�^�´���
p = 6

�J�
q = 2 | ���J�~��� u =

3
√

−1 +
√

1 + 23
� �j� �v��J�^�^�J�9��Ëb�v�^�Û��� ¦ ���Y��� z � z �v�o� �j� � � � �×�j�j� z �^�J� z �'� { 3

√
2 | z �Y�
�B¹o�

v = − 3
√

4 | �^���~��� x1 = 3
√

2− 3
√

4 |
x2 =

3√4− 3√2
2 +

√

3( 3
√

2+ 3
√

4)
2 i | ��� x3 =

3√4− 3√2
2 −

√

3( 3
√

2+ 3
√

4)
2 i �

	 ���×OEOEP�c1d�M�R�W_H�V�H9x1XTd9k
O�H�°,H�P
x5 − 3x4 + 2x + 1

µ~k�R¶e"°Bk�WYk�NHJI
(x2 + 2x − 3) t W_H�R�
g I
(x − 2) t ujM�R�
p I (x2 − 4) t S�±1M�Rvfw/M�S1k�Rvx1[�O�y z<{

x5 − 3x4 + 2x + 1 = (x2 + 2x − 3)(x3 − 5x2 + 13x − 41) + (123x − 122) �� ����� z �B�o���v�'�o�Y�o�^�J���j���'��� � �J�^�������'�J� z �j��� z È �j���'�J� ¢ �Y� ¦ �����J���9�����^���J�^��� z �v� z ��� z �\�j���\� z �
�v�l�^�\�j�Y�o�v�'� | ª �j� z �'��� x2 + 2x − 3 = (x − 1)(x + 3) | �J�l� z

(x − 1) ¢¤�j� ���À���v�o�^�J�"©^ª�� z
�´�o�����'�o�_�j� | � z © ¦ z �~�j� � zj¦ �o���Ô�^�
�����'�B�o�^���"©^ª��

(x + 3) ¢ � z � | z � �9�j� z �J�­� z �<©^ª�� | �'� �j�
x5 − 3x4 + 2x + 1 = (x − 1)((x + 3)(x3 − 5x2 + 13x − 41) + 123) + 1 =
(x − 1)(x + 3)(x3 − 5x2 + 13x − 41) + 123(x − 1) + 1 =
(x2 + 2x − 3)(x3 − 5x2 + 13x − 41) + (123x − 122) �� {
x5 − 3x4 + 2x + 1 = (x − 2)(x4 − x3 − 2x2 − 4x − 6) − 11 |'È �j���'�J� ¢ �Y� ¦ �^�J�J�^�����b¿

1 −3 0 0 2 1

2 1 −1 −2 −4 −6 −11

£ { x5 − 3x4 +2x+1 = (x2 − 4)(x3 − 3x2 +4x− 12)+ (18x− 47) �
� ��� z �B�o�v���'�o�Y�o�^���E�j�^� z � |� z �j� �9�J���^��������� È �j�^�'�J� ¢ �_� ¦ �^�����^�����b¿
1 −3 0 0 2 1

2 1 −1 −2 −4 −6 −11

− 2 1 −3 4 −12 18z �Y�
�B¹o�
x5 − 3x4 + 2x + 1 = (x − 2)((x + 2)(x3 − 3x2 + 4x − 12) + 18) − 11 = (x − 2)(x +

2)(x3 − 3x2 + 4x − 12) + 18(x − 2) − 11 = (x2 − 4)(x3 − 3x2 + 4x − 12) + (18x − 47)
� �­wÆe"R¶±1M�° W_HjV^H9x1X�dok�N×H1x�H

100x100 + 99x99 + 98x98 + . . . + 2x2 + x
µ~k�R¶e"°Bk�W H
P

x + 1
²
x2 − 1

²
e"RÃR�M�NÄujM]H
P

x2 + 1
µ~k�R¶e"°Bk�WaW_H�R k�O�P�NÄu�HBÅ

w/M�S1k�Rvx1[�O�y�� �o�v���'�o�Y�o�^���E�j�À�'��� � �J�^�Z�J��� � z �
� z �v� z �À�'��� � �J�^���J� } ���J�^�%�J�����J�9�J�9�J�F�'�����'� �ZÈ z f(x) =
100x100 + 99x99 + 98x98 + . . . + 2x2 + x | z �<�9�j� f(x) = (x + 1)q(x) + A | z �'�o� A

�9�o�'�.� z �'� |z �Y�
�B¹o�
f(−1) = 0 ·q(−1)+A = A | ���J�~��� z � z � zj¦ �J�

f(−1) = 100−99+ . . .+2−1 = 50 � È z
f(x) = (x2−1)q1(x)+Bx+C

Ë z � z � zj¦ �J�i�v� � � � � ©^�J�'�����v�^¹ � �j��Î | �Y�J��� �l�j�^� ¦'� �j��Îi�B�o�v���'�o�Y� z �
�o�^�J�^ª'��� { | z � �9�j� z � x2 − 1

�B�o�v���'�o� �9�J� �j� � �9�J���B���'��� � �J�^���J� } �^�9� f(1) = B + C
���

f(−1) =
−B+C | z �Y�v�´¹o�

B+C = 100+99+. . .+1 = 5050 | � }�� −B+C = 50 | �����~��� B = 2500 | C =
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2550 | ��� z �F�o�^���E�j�×� z � zj¦ ��� z
2500x+2550 � Ò � �oÓ � z � f(x) = (x2 +1)q2(x)+Dx+E

�o�^�J�E�j�
� z � zj¦ ���j��� z �

x2 + 1 �j� � �9�����'�J���B���'�J� � �J�^�^��� } �^���^�J�9���×� z �~� z �"©^ª�� �_� �'��� �v�9���>� z ���o�i�´�o���v�'�o�
� z ���o�^� z �<� z �v�Z�o�^�J�E�j� z �9�j� z �~�j� � zj¦ �o����� z � z � zj¦ �J�i�v� � z �v�o� |o£ �^ª��$�j� z �

i
�B���'��� � �J�^���J� } ���J�^�J�B¹o�'�v��9�J� � �j� ���'���J�^�J� � z �~ª'��� D ¢ ���Û��� E ¢ ���j¿ f(i) = (100−98+96−. . .)+(−99+97−95+. . .+1)i =

50 − 50i = E + Di
z � � �J�'� z � z � z � E, D ∈ R

�_� z �^� | �����~��� E = 50 | D = −50 | ��� z �a�o�^���E�j�
� z � zj¦ ��� z −50x + 50 �

� � K�M�S�±�s1d��\MJR ²�³'k�S�±
f(x)g(x) = h(x)

² H�³'k�R
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z �Ð� �j��Ó �^��� z �^�j� z �Ì�Y��� ¦ � � z �
f(x)
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� �	��
ÀH p e¤k�°´[�R¶eÃO�S�± n d
NUM�O�P�NvI
��[�OEOTc<d g ME²§³'k�S�±�³�H�H�P f(x) = anxn+. . .+a1x+a0 ∈ Z[x]
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0 = qnf(p
q ) = anpn + an−1p

n−1q + . . . + a2p
2qn−2 + a1pqn−1 +

a0q
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x6 − x4 + 2g I
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x2 + x + 1M.I
xn + 1w/M�S1k�Rvx1[�O�y z<{lÝ � �j� ��� y = x2 | ��� z �

y3 − y2 + 2 = 0
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�'� �j� ���J� �j� � �9�J�´���J�^���'�J� z �Z����� ¦ �J�����B�o���v�'�o� �j� � �9���b¿ ±i | 4
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√
2(cos 9

8π + i sin 9
8π))(x − 4

√
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√
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√
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√
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xn + 1

�´�o���v�'�o�
�j� � �9��� z ���j� z
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