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. Ha € n-edik primitiv eqyséqqyok, "

Lineéris algebra 3. feladatsor (megoldasok) 2013. oktéber 3.

a) Tetszdleges n természetes szamra szamitsuk ki (1 4 i)™ értékét.
b) Hatdrozzuk meg az (g) — (g) + (Z) — (g) + ... 0sszeq értékét.
¢) Fejezziik ki cos(Tx)-et cosx és sinx segitségével.

Megoldds: a) 1+i= \/Q(% + %z) = V2(cos T +isin ), igy
(14 4)™ = 2"/2(cos 2 + isin ”4—”)
b) A binomidlis tétel szerint (1 + )" EZ o (7)i", és ennek valos része éppen a fenti

bsszeg. Tehat az Ssszeg Re2"/?(cos X + isin %) = 2V/2cos 2. Ezt n 8-cal vett

maradékai szerint kiértékelve azt kapjuk hogy

0, han=8k+2
—2n/2  han=8k+4
-G+ -G+ =9 27 han=8k
2n=1)/2 " han=8k+1
—2(n=1)/2 ha p=8k+3

Bizonyitsuk be, hogy minden n-edik eqységgydk primitiv d-edik eqységgydk valamilyen d | n-
re.

Megoldds: ¢ n-edik egységgydk, ha €™ = 1, és primitiv d-edik egységgydk, ha d a legkisebb
olyan pozitiv egész kitevs, hogy ¥ = 1. Nyilvan igaz, hogy d < n. Osszuk el n-et
maradékosan d-vel: n = dq + 7. Ekkor 1 = g" = g%+ = (¢9)9¢" = 19¢" = ¢". De r < d,

igy a d minimalitasa miatt r csak 0 lehet, azaz n = dq, igy d oszt6ja n-nek.

s —e hdnyadik primitiv eqyséqqyokok?

Megoldds:
lamely ¢ € Z-re, ugyanis ¢ = {/1. Ha e primitiv n-edik egységgyck (azaz ¢ rendje n),
az azt jelenti, hogy a szOge (és igy annak 2m-kkel vald eltoltjai) £27r alaktak, ahol ﬁ

Egy n-edik egységgyok trlgonometrlkus alakja ¢ = 008(527r) +1 sm(%%r) va-

k
k k _ lmm

nem egyszer(isithets. * szoge £2m, és & = (n)
(ﬁ, ay) =1, 8 (6 gy) = 1), tehat ¥ rendje -

€ szoge —%27‘(’, és —% ugyanugy egyszertsithetetlen, mint %,

egyszertisitett alakban (minthogy

tehat £ rendje is n.

—& = (cosm+isin)(cos £2r +isin £27) szoge (2 + £)2m = 2E2L27. Ha n paratlan,
akkor E2L egyszer(isithetetlen, mert (n +2¢,2) = 1, és (n+2¢,n) = (26,n) = ({,n) =1
tehat ekkor —c rendje 2n. Ha n oszthaté 4-gyel: n = 4k, akkor ”;n% = dki20 _ 2k

egyszerisithetetlen, ugyanis (¢,4k) = 1 miatt ¢ paratlan, igy 2k + ¢ is, és (2k + 7, 4k:)

(2k + ¢,2k) = (¢,2k) = 1. Tehat ebben az esetben —e rendje n. Végiil, ha n = 4k + 2,
akkor ”;n% = 4k8+2+2£ = 2’1;}56 = (%_2",3:16)/ 2 az egyszertsitett alak: a szamlald egész,

mivel (¢,4k +2) = 1 miatt ¢ paratlan, tehat 2k + 1 + £ paros; a nevezd pedig paratlan, igy
(2L 2k +1) = (2k+1+¢,2k+1) = (£,2k+1) = 1. Tehat ebben az esetben —¢ rendje

%. Osszesitve:

2n, ha n paratlan
—e rendje = ¢ n, ha n oszthaté 4-gyel
n/2, han=4k+2

. Szdmitsuk ki az n-edik egységgyé'ké’k 0sszegét, szorzatdt és négyzetosszegét!

Megoldds:
egységgyok.
Az Osszegik 1 +¢ 42 + ...

A szorzatuk 1-e-€2-..e" ! =¢ Ha n pératlan, akkor a

kitevé n - ”T_l oszthatd n-nel, igy a szorzat 1. Ha n paros, akkor a szorzat (8”/ 2)n=1"ahol
£"/2 négyzete 1, de 6nmaga nem, igy /2
(=)t = —1.

Legyen ¢ = cos2X + isin2®. Ekkor 1,e,&%,...,e"" ! az Osszes n-edik

4erl=1="— 121l _0 han>1és1, han=1.

1—¢ 1—¢
0+1+4...4+(n—-1) _ 6n(n—1)/2 )

= —1, és az egységgyokok szorzata (6”/2)”_1 =
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Ha n pératlan, akkor az egységgyokok négyzetei mind kiilonbozdk: i # j-re e2 — 5? =
(e; — €;)(ei + &5), ahol &; # ¢;, és &; # —e;, ugyanis (—¢;)" = (—=1)" = —1. Igy az
egységgyokok négyzetei az Osszes egységgyokot elgallitjak valamilyen sorrendben, és ezért
az Osszegiik megegyezik az egységgyokok Gsszegével, 0-val (illetve n = 1 esetén 1-gyel).

Ha n péaros, akkor a négyzeteik n/2-edik egységgyokok, mindegyik elgfordul 2-szer:

. . . ee s o~ L . n __
e? = (—¢)?, és van koztiik n/2 killénboz6, ugyanis e; = 1,60 =€,63 =€2,...,6,p =2 '~
re 7 — 5? = (g; — gj)(gs + €5), és itt a masodik tényezd sem 0, mert €1,...,&,/2 mind a

sik felsg felében vannak (beleértve az = tengely pozitiv felét), a —1-szereseik pedig az als6
felében (beleszamitva az x tengely negativ felét). Tehat ekkor a négyzetek Gsszege az
5-edik egységgyokok Osszegének 2-szerese, ami 0, ha n > 2, és 2, ha n = 2.

. Oldjuk meg az 23 + 6z + 2 = 0 egyenletet a Cardano-képlet segitségével!

Megoldds: Az x3 + px + q¢ = 0 egyenlet megoldésai az u = {’/—% +/(2)? +(5)3 egyik
értékével és v = —%—val r1 = u+v, xo = eu+év és x3 = Eu+tev, ahole = —%—l—@i primitiv
3-adik egységgyok. Ebben az esetben p = 6 és ¢ = 2, tehat u = {0’/—1 + V1 + 23 egyik
értéke (itt érdemes a valés gyokot valasztani) v/2, amib6l v = — /4, tehat x, = /2 — V/4,
o — VA3 | VB(V24 V4) _ Yi-¥3  VB(V2+V4) .

2="5 T 2 T3 = "3 2 b

i, és
. Osszuk el maradékosan az x° — 3z* 4+ 2z + 1 polinomot
a) (2 + 2x — 3)-mal;
b) (x — 2)-vel;
c) (2% —4)-gyel.
Megoldds: a) x° —3z* 4+ 2x + 1 = (22 + 22 — 3)(2® — 5z? + 13z — 41) + (1232 — 122).
A sima polinomosztas helyett lehet akir a Horner-modszer kétszeres alkalmazésaval
is szdmolni, ugyanis z? + 2x — 3 = (x — 1)(z + 3), és ha (x — 1)-gyel elosztjuk a
polinomot, majd a hényadost tovabbosztjuk (x + 3)-mal, akkor azt kapjuk, hogy
25 =3t + 20+ 1= (2 —1)((x+3)(2® — 522 + 130 — 41) +123) + 1 =
(x —1)(z+3)(x® —bx? + 13x —41) + 123(z — 1) + 1 =
(2% + 22 — 3)(2® — 5% + 13z — 41) + (1232 — 122).
b) 2% — 32t + 22+ 1 = (v — 2)(2* — 23 — 22% — 42 — 6) — 11, Horner-modszerrel:

1 -3 0 0 2 1

2| 1 -1 -2 —4 —6 —11

¢) 2% =32 +22+1 = (22 —4)(23 — 32% + 42 — 12) + (18z — 47). Sima polinomosztéssal,
vagy kétszeres Horner-modszerrel:

1 -3 0 0 2 1
2 1 -1 -2 —4 —6 —11
-2 1 -3 4 —-12 18

amibdl 2° — 32t + 22+ 1 = (2 — 2)((w + 2)(2® — 32% + 42 — 12) +18) — 11 = (v — 2)(x +
2)(x3 — 32 + 4x — 12) + 18(x — 2) — 11 = (22 — 4)(2® — 322 + 42 — 12) + (18x — 47)

. Milyen maradékot ad a 1002'%° 4 99299 + 98298 + ... + 222 + z polinom azx + 1, 22 — 1,
illetve az x> + 1 polinommal osztva?

Megoldds: Polinomosztés helyett elég alkalmas helyettesitési értékeket nézni. Ha f(x) =
1002190 4+ 99299 + 98298 + ... + 222 + z, akkor f(x) = (z + 1)g(z) + A, ahol A konstans,
amibél f(—1) =0-q¢(—1)+ A = A, tehat a maradék f(—1) = 100—99+...+2—1 = 50. Ha
f(z) = (22 —1)q1(x)+ Bz +C (a maradék legféljebb elséfokt, mert méasodfokt polinommal
osztunk), akkor az x% — 1 polinom két gydkét behelyettesitve f(1) = B+ C és f(—1) =
—B+C, amibdl B+C = 1004+99+...4+1 = 5050, mig —B+C = 50, tehat B = 2500, C' =
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2550, és az osztas maradéka 2500z + 2550. Végiil az f(x) = (22 +1)g2(z) + Dx + E osztéas
maradékat az 22 + 1 gyokeinek behelyettesitésével kaphatjuk meg. Mivel valés polinom
val6ssal valé osztasakor a hanyados és a maradék is valds, csupan az ¢ behelyettesitésébdl is
két egyenletet kapunk D-re és E-re: f(i) = (100—984+96—...)+(—99+97—95+...+1)i =
50 — 50t = E + D1 algebrai alak E, D € R miatt, tehdt £ = 50, D = —50, és az osztés
maradéka —50x + 50.

Tegyiik fel, hogy f(x)g(x) = h(zx), ahol f(x),h(x) € Z[z] és g(x) € Clx], tovibbd, hogy
f(x) féegyiitthatoja 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor g(x) € Z|x].

Megoldds: Ez kovetkezik abbol, hogy a h(z) polinom f(z)-szel valé6 maradékos osztasanal
az egyitthatokat mindig az f(z) f6egylitthatojaval valo osztassal kapjuk, tehat az
egyiitthatok egészek maradnak.

(Raciondlis gyokteszt) Lassuk be, hogy ha az f(x) = ap,z™+...+a1x+ag € Z[z] polinomnak
eqy g raciondlis szam gyoke (ahol p,q € Z, (p,q) = 1), akkor p | ag és q | a,.

Megoldds: Tekintsiik a 0 = q”f(%) = app™ 4 1" g+ o F aop?q 2+ apg” Tt F
aogq™ Osszefiiggést. A jobb oldali, egész szdmokbol 4ll6 kifejezes minden tagjaban szerepel
tényezéként a p, kivéve az utolsot, igy p | apq™. De (p,q) = 1, igy p | ap. Hasonléan
minden tagban szerepel tényezéként a g, klveve az els6t, igy q | a,p”, és (p,q) = 1 miatt
ebbdl q | a,, kovetkezik.

Keressiik meg a kovetkezd polinomok dsszes gyokét C-ben, és adjuk meg a polinomok
gyoktényezds alakjdt!
a) 20 — 2t +2
b) x* + 223 + 322 + 22 + 1
c) 23 —1
d) 2> +z+1
Megoldds: a) Legyen y = 2, és az 3> — 3y + 2 = 0 egyenletet oldjuk meg elsbb. A
racionalis gyokteszt szerint ennek a lehetséges racionalis gyokei +1, £2, és ebbdl
—1 valéban gydke. A gydktényezét kiemelve azt kapjuk, hogy v — y? +2 = (y +

1)(y? — 2y +2), igy a harmadfokt polinom gyokei —1 és % = 1+1i. Ezeknek a
négyzetgyokei lesznek az eredeti polinom gydkei: +i, f/ﬁ(cos(g +km) +isin(g + k7))
és v/2(cos(—Z 4 kr) +isin(—% + km)), ahol k = 0, 1. Igy 25 —2* +2 = (z — i) (z +1)-
(x — v/2(cos ST+ isingm))(z — v/2(cos S+ isin3m))(z — v/2(cos 2 2 +isin ).
(z — V2(cos Im + isin Im))

b) Ez egy reciprokpolinom, igy felirhat6 ="/ *-nek és x+ — egy polinomjanak szorzataként

(m1ve1 0 nem gyoke a polinomnak, - 1 ertelmezve van)
ot 4+ 223 + 322 + 22 + 1 = 22%(2? +2x+3+ +5)=2*((z+ 1) +2@z+1)+1) =

oot H 1P = (@ )= (o g Z; >2<x+%+§z>

A polinom gydkei eszerint — + \/_z és — é V35,

2
¢) ¥—1=(z—-1)(2*+z+1)=(z—1)(z+3 ‘égz)(ac—I- + \/_ i), és gyokei a harmadik
egységgybkék

d) 2> +2+1=(z+3 \/_ Nz+i+ \/_ i), és gyokei a harmadik primitiv egységgyokok
(ez a harmadik korosztasa pohnom)

e) (z"+1)(x"—1) = 2°" —1 gyokei a 2n-edik egységgyokok, és ebbsl 2™ — 1 gydktényezsi
kozott azok szerepelnek, amelyek n-edik egységgyokok is. Tehit az x" + 1 polinom
gyokei azok a 2n-edik egységgyokok, amelyek nem n-edik egységgyokok: ha e egy
primitiv 2n-edik egységgydk, akkor 2 + 1 = [[} " (x — e2F11).

n/2_



