Linearis algebra 4. feladatsor 2013. oktober 10.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha eqy K test folotti legfoljebb 3-adfoki polinomnak nincs gyoke
K-ban, akkor az irreducibilis.

b) Adjunk meg olyan Z[x]-beli 3-adfoki polinomot, amelynek nincs gydke Z-ben, de nem
wrreducibilis.

c) Adjunk meg olyan R[x]-beli 4-edfoki polinomot, amelynek nincs gyoke R-ben, de nem
wrreducibilis.

Megoldds: a) Test f6lotti polinom nem trivialis felbontasa csak olyan lehet, ahol a
tényezsk legalabb elséfokuak, igy egy reducibilis legfoljebb harmadfokinak van K
folotti elséfoku tényezGje, annak pedig van K-ban gyoke. Tehat ha nincs K-beli
gyoke, akkor sziikségképpen irreducibilis.

b) Pl (2zx+1)(2%+1) vagy 2(23+2). Az elsé ellenpélda azon mulik, hogy Z nem test, és
igy nem minden els6fokt polinomnak van gytke, a méasodik pedig azon, hogy Z {f6lott
egy valodi felbontasnak lehet konstans faktora is.

c) PL (22 4+ 1)2-nek nincs valés gydke (&i az Osszes gydke), de lathatéan reducibilis.

. Melyek irreducibilisek Q[z]-ben az alabbi polinomok kézil?
a) > +z+1 b) 3x° — 623 + 22 — 2 c) x4+ 4 d) x° +4

Megoldds:  a) Nincs racionalis gyoke (s6t valos sem), és csak mésodfoku, tehat a Q test

folott irreducibilis.

b) Irreducibilis, mert teljesiil ra a Schonemann—Eisenstein-kritérium p = 2-vel.

c) vt+4 =o' +42%2 +4—42% = (22 +2)? — (22)? = (22 — 22+ 2)(2% + 22 + 2), tehit a
polinom reducibilis Q[z]-ben.

d) Ha egy f(z) € R[z] polinom (ahol R kommutativ, nullosztomentes gytirti) nemtrivi-
alisan felbomlik: f(x) = g(x)h(x), akkor tetszSleges ¢ € R-re
flx +¢) = gz + c)h(x + ¢) is felbomlik, és forditva, ha f(x + ¢) = k(z)l(x)
valodi felbontas, akkor f(z) = k(x — ¢)l(z — ¢) is az, tehat az eredeti polinom ir-
reducibilitasa helyett elég belatni, hogy valamely “eltoltja” irreduciblis (test f6lott
tetszoleges elsfoki kifejezést is behelyettesithetiink). 2°+4-be z+1-et behelyettesitve
a Schénemann-Eisensteines x° + 5x* + 102 + 1022 + 52 + 5 polinomot kapjuk, tehat
(x +1)° + 4, és igy x° + 4 is irredubilis Q[x]-ben.

. Keressiik meg a 22° + 2® — 5z* — 223 — 422 — 32 + 3 polinom bsszes gyokét. Bontsuk f6l a
polinomot irreducibilis polinomok szorzatdra Clz]-ben, R[x]-ben, illetve Q|x]-ben.

Megoldas:
A racionalis gyokteszt miatt az f(z) = 22° + 2° — 5zt — 223 — 42?2 — 3z + 3 poli-

nom racionalis gyokeit azon % szamok kozott kell keresni, amelyekre p osztoja 3-nak, és

q osztoja 2-nek. Tehat % lehetséges értékei :t3,:t1,:t%,:l:%. Ezeket Horner-modszerrel
behelyettesitjiik, és ott, ahol 0 maradékot kapunk, rogton kijon a hanyados is, és akkor
azzal szamolunk tovabb.

2 1 -5 —2 —4 -3 3
—1| 2 | -1 | —4 2 —6 3 0
1 2 0 —4 0 —6 0

Eddig f(z) = (z+1)(z— 1) (22" — 422 —6) = (x+1)(2z — 1)(2* — 222 — 3), és a negyedfokt
tényezét mar x? két polinomjanak szorzatara tudjuk bontani:
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f(x) = (z+1)(2z — 1)(2? — 3)(2® + 1). Ezek a faktorok Q] folott irreducibilisek, mert
a mésodfokiaknak nincs racionalis gyoke. Valos folott az egyik mésodfokit tovabb lehet
bontani:

f(z)=(z+1)(22 — 1)(z — V3)(z + V3) (2% + 1), a C fl6tti felbontas pedig
fl@)=(z+1)(2r — 1)(z — V3)(z + V3)(x —i)(z +1). A gyokdk —1, 1, +/3, &i.

. Szamitsuk ki euklideszi algoritmussal a

a) 348 és 493 szamok legnagyobb kézos osztdjdt;

b) az 2% —1 és 2° — 2t + 223 + 1 polinomok legnagyobb kéz6s osztdjdt!

Megoldas: a) A 493 =1-348+145, 348 =2-145+58, 145 =2-58+29, 58 =2-29+0
maradékos osztasok alapjan a legnagyobb kozos oszté 29 (az utolsé nem nulla mara-
dék).

b) Az egymaés utéani maradékos osztasoknal megtehetjiik, hogy az osztonak egy konstan-
szorosat hasznéljuk (igy a maradék, és végss sorban az utols6 nem nulla maradék is
konstansszoros lesz, de ez a test folotti polinomok szamelméletében nem szamit.

20 —1=@% -zt + 223+ 1) (w2 + 1) + (—2* — 223 — 2 - 2)
-t 203 + 1= +223 +2+2)+ 823 — 22+ 2+ 7)

et 4208w +2=0822 -2+ 2+ T) (ke + )+ (Za2? - Lo+ D)
813 — 2+ +7=(22—-2+1)8x+7)+0

Tehat a legnagyobb kozos oszté 2 — x + 1.

. Keressiik meg az dsszes mdsodfoki irreducibilis polinomot Zo-ben és Zs-ban!

Megoldds: ~ Azokat a masodfokiiakat kell megkeresni, amelyeknek nincs gyokiik az
adott testben. Feltehetjiik, hogy a f6egyiitthaté 1 (mert minden polinomnak van ilyen
skalarszorosa, és az pontosan akkor irreducibilis, ha az eredeti polinom az), és a konstans
tag nem lehet 0, mert kiilonben a 0 gydk lenne. Z, f6l6tt ezek utan csak az 22 + 1 és
22 4+ x + 1 jon szoba, de az elsé nem irreducibilis, mert gyoke az 1, tehat az egyetlen
mésodfokt irreducibilis polinom Zs[z]-ben 22 + x + 1. A Z3 f5léttieknél hat vélasztasunk
van az egyiitthatokra, és azt kell ellenérizni, hogy 1 és 2 = —1 ne legyen gytke. Az 1
fegyiitthatosak kozott harom ilyen van: z2 +x — 1, 22 —x — 1 és 22 + 1, és vehetjiik még
ezeknek a —1-szeresét.

. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi polinomok irreducibilisek Q[x]|-ben a Zo €s/vagy Zs folotti
felbonthatosdaganak vizsgdlatdval!

a) xt =513 +22+1; b) 2t =223+ 22 +1; ¢) 325+ 2% —20+3; d) 2* + 23+ +2.

Megoldds: a) Az f(x) = 2* — 523 + 22 + 1 polinom Z, f6l6tti megfelelgje x4 + 23 + 1.
Ennek nincs gyoke Zs-ben, tehat ha felbomlana, csak két méasodfoku irreducibilis poli-
nomnak lehetne a szorzata, azaz (2% + x + 1)%-nel lenne egyenls, de az utébbi (a paros
egyiitthatos tagok kiesése utan) x4 + 2% + 1 nem egyenlS a megadott polinommal. Ha
az f(x) reducibilis lenne Q f616tt, akkor Z f6l6tt is lenne valodi (legalabb elséfokuakra
valo) felbontasa, és az Zo folott is valodi felbontast adna, mert a fSegyiitthatok nem
valnak 0-va. Igy f(z) irreducibilis Q[z]-ben.

b) Legyen f(x) = x* — 223 + 22 + 1. Ennek Z, folott gyoke az 1, tehat Zz-mal
probalkozunk. Itt az f(x)-nek megfelelé polinom x* + 23 + 22 + 1. Ennek nincs
gyoke Zs-ban, és ha felbomlana két irreducibilis masodfoki szorzatéira, az azt je-
lentené, hogy az el6z6 feladatban felsorolt masodfokiak valamelyike oszt6j ennek a
polinomnak. Maradékos osztéssal azt kapjuk, hogy az z? + x — 1-gyel vett maradéka
x +2, az 2 — x — 1-gyel vett maradéka x + 1, és az 22 + 1-gyel vett maradéka = — 1.
Tehat a polinom irreducibilis Zs[z|-ben, és igy Q[x]-ben is.

c) Az f(x) = 32° + 22 — 22 + 3 valodi felbontasa Z[x] f5l6tt nem feltétleniil lesz valodi
felbontas Zs folott, mert a fGegyiitthaté oszthatd 3-mal, igy egy pozitiv foku faktora
akar nulladfokuva is valhat, ha Zs folott nézziik. Ezért a két test koziil csak Zo-vel
probalkozhatunk. Zs f616tt a polinom z° + 2% + 1. Ennek nincs gydke Zo-ben, tehét
ha felbonthato, akkor van masodfoki irreducibilis faktora, azaz 2 + x + 1 osztdja a
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polinomnak. Maradékos osztéassal ellenérizhetjiik, hogy az 22 + = + 1-gyel osztva a
f(x) Zy folott 1 maradékot ad. Igy f(z) irredubilis Zy[z]-ben, és igy Q[z]-ben is.

d) Zs folott az f(z) = 2*+ 22+ +2 irreducibilisekre bontasa x4+ 2%+ = x(23+2%+1),
Zs folott pedig 24 + 2% +2 —1 = (2?2 + = — 1)(z® + 1). Ha f(z) felbonthat6 lenne
Q[x]-ben, és igy Z[z|-ben is, akkor azt a felbontast bonthatnank tovabb Zy és Zs {616tt
is, de egy valddi felbontasnak nem lehet egy 1 + 3 foku és egy 2 + 2 foku finomitasa
is. Tehat f(x) irreducibilis Q[z]-ben.

7. Legyen f(x) = 2* — 2% + 1.

a) Bontsuk fel f(x)-et irreducibilis polinomok szorzatdra R, illetve C folott!

b) Bizonyitsuk be, hogy f(x) irreducibilis Q folitt!

¢) Bizonyitsuk be, hogy f(x) reducibilis GF(2), GF(3) és GF(5) folott!

d)* Bizonyitsuk be, hogy f(x) reducibilis GF (p) folott minden p primre.

Megoldds: a) x* —2?4+1= (224+1)%2 - 32% = (22 — 3z +1)(2® + 3z + 1) az R[z]-beli
irreducibilisekre bontés (a két masodfoku faktornak nincsenek valos gyokei), C {616tt
ez tovabb bomlik: f(z) = (z—(L+10))(z— (L —Li))(z— (=L +1i)) (z—(—L—1i)
(a gyoOkei éppen a 12. primitiv egységgyokok).

b) Ha Q folott felbonthato lenne, az a felbontas tovabb finomithato lenne valos folotti
irreducibilisekre bontéassa. De a valos f6lotti felbontas is csak két tényezsbdl all, tehat
akkor konstans szorzo erejéig ez lenne a Q folotti felbontas. Viszont az 22 — v/3z + 1
polinomnak semelyik nemnulla skalarszorosa nem lehet racionalis egyiitthatos (két
egyiitthatojanak a hanyadosa irracionalis).

¢) Zolx]-ben 2t —22+1 = a2t +22+1 = (2?2 +2+1)?, Zz-ban 2* — 22 +1 = 24 +222+1 =
(22 +1)2, és Zs-ben z* — 22 +1 = 2* — 222 + 1 — 422 = (22 — 1)%2 — (22)? =
(2% — 22 — 1) (2? + 22 — 1).

8. Van-e olyan polinom Qz|-ben, amelynek nem minden egyiitthatdja egész, mégis egész
értéket vesz fol minden egész helyen?

Megoldas: Ilyen példaul az %xQ + %x

9. Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) € Z|x], és a,b € Z, akkor a —b | f(a) — f(b).
Megoldds: Legyen f(z) = cpa™ + cp_12™ P+ ... + c1z + ¢o. Ekkor f(a) — f(b) =
cn(a™ —=b") +cp_1(a™ 1 —=b"" 1)+ ... +c1(a—b), és minden k-ra a® —b* = (a —b)(a*~1 +
a"=2b+aF 302 + .+ abFm2 £ bF 1), tehat f(a) — f(b) minden tagja oszthato (a — b)-vel,
igy f(a) — f(b) is oszthato vele.

10. Van-e olyan egész egyiitthatos f polinom, amely az 1,2,—1 helyeken az alabbi értékeket
veszi fol?
a) f(1) =3, f(2) =10, é f(-1) =7;
b) f(1)=3, f(2) =10, és f(—1) = 2.
Megoldds: a) Newton-interpolacioval: fo(z) = 3 j6 az 1-ben, fi(z) = fo(z)+a(z—1) =
34a(z—1) jo az 1-ben és a 2-ben, ha 10 = 3+a(2—1), azaz a = 7, és igy f1(z) = Tx—4.
Veégiil fo(x) = fi(z)+b(x—1)(x—2) = Tex—4+b(x —1)(x —2) j6 mindharom helyen,
ha 7= —11+b(—2)(=3), tehat b = 3, és fo(x) = Tx —4+3(22 —32+2) = 322 — 22 +2.
b) Nincs ilyen egész egyiitthatos polinom a 9. feladat allitasa szerint, ugyanis f(1) —
f(=1) =1 nem oszthato 2-vel.

11. Tegyiik fol, hogy az f(x) € R[x] polinom 4-edfoki, 1 féegyiitthatos, és f(1) = 10, f(2) = 20,
f(3) = 30. Mennyi lehet f(0)+ f(4)?
Megoldas: Az f(1) = 10, f(2) = 20, f(3) = 30 feltételt kielégiti a 10x polinom, igy f(x) =
10z+g(z)(z—1)(z—2)(z—3) valamilyen g(x) valés polinommal. Ez az f(x) polinom akkor
lesz negyedfoku, ha g(x) elséfoku, és akkor lesz 1 fSegyiitthatos, ha g(x) f6egytitthatoja 1.
Tehat g(x) = x + ¢ valamely ¢ € R-re. Igy f(z) = 10z + (z + ¢)(z — 1)(z — 2)(z — 3), és
f(0) 4+ f(4) = —6¢ + 40 + 6¢ = 40.
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Legyenek a, b és ¢ az 22 — x? + 3x + 6 polinom hdrom gyoke C-ben. Hatdrozzuk meg az
abe, a® 4+ b2 + ¢ és a?b? + a®c® + b2c? kifejezések értékét.

Megoldas A polinom gyoktényezds felbontéasa 22% — 22 + 32+ 6 = 2(z — a)(x — b)(z — ¢),
tehdt z3 — 122+ 3 :L'+3 = (z—a)(z—b)(x—c)=2>—(a+b+c)z? + (ab+ac+bc)x — abe,
és igya+b+c— o ab+ ac+bc =3 5, és abc = —3.

Ebbél a?b? + a?c? + bc? = (ab+ ac+ bc)2 —2(abc+ b%ac+ cab) = (ab+ ac+ be)? —
2abc(a—|—b—i—c) =3+6-5 =2 tovabbd a® + b® + ¢ = (a+ b+ ¢)® — 3(a?b + a’c +
b%a + b%c + c?a + ¢*b) — 6abc = (a + b+ c)® — ((ab+ ac+ bc)(a +b + c) — 3abc) — 6abc =
(a+b+c)®—3(ab+ac+bc)(a+b+c)+3abc=4—-3-31L-9=-5

Az 2% =222 +5x+1 polinom gyokei o, B3 és . Adjuk meg azt a harmadfoki, 1 fGegyiitthatds
polinomot, amelynek gyéker o + 3, o+ €s B+ .

Megoldas: A gyokok és egylitthatok kozti Osszefiiggésbsl (mint az elézd feladat megol-
dasanak elején) tudjuk, hogy a + 8 +~v =2, af+ay+ [y =5 és afy = —1. Az 4]
polinom &3 + pa® + gz + 7, abol —p = ((a + ) + (a+7) + (B+7)) = 2(a+ B+ 1) =4,
¢=(a+B)(at+y)+(a+B)(B+7)+(a+7)(B+7)) =a’+ 5 +72+3(af+ay+py) =
(a+B+7)>2+(af+ay+By)=9,8s —r = (a+B)(a+v)(B+7) = a8+ a?y+ FPa+
B2y + 2o+ 9%+ 2087 = (B +ay + By)(a+ f+7) —afy =10+ 1 = 11. Tehat a
keresett polinom 3 — 422 4+ 92 — 11.

Bontsuk fél az x® + 623 + 22? — 4x — 2 polinomot irreducibilisek szorzatdra Q[z]-ben.

Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan harmadfoki f(x) € Qx] polinom, amelyre f(—1) = 4,
f0)=1, f(1) =2 és f(2) =



