Linearis algebra 5. feladatsor 2013. oktober 17.

. Melyek alkotnak vektorteret R folott az aldbbiak kézul? A kéztik szerepld vektorterek hany
dimenzidsak?

a) 3 X 3-as valds felsé haromszogmdatrizok a szokdsos miveletekkel;

b) invertdlhato 2 x 2-es valds mdtrizok;

¢) a legféoljebb 5-ddfoki valds polinomok;

d) a valds szampdrok az (a,b) ® (¢,d) = (a + d,b+ ¢) dsszeaddsra és X - (a,b) = (Aa, \b)
skaldrral valo szorzdsra nézve;

e) C a komplex szimok dsszeaddsdra és valdssal vald szorzdsdra nézve.

Megoldds: — a) R**3 vektortér a matrixok Osszeadasanak és skalarral valo szorzasanak
miiveleti tulajdonsigai miatt, a fels§ hdromszogmatrixok pedig alterét alkotjak ennek:
a null matrix is ilyen, és barmely két fels6 haromszogmaétrix Osszege, illetve barmely
fels6 haromszogmatrix skalarszorosa is fels6 haromszogmatrix. Ennek az altérnek
bazisat alkotjak az F11, E12, E13, Ea2, E3, 33 matrixok, ahol E;; az a 3 X 3-as matrix,
amelynek ij-eleme 1, a t6bbi pedig 0. Igy ez az altér 6-dimenzios.

b) Invertalhaté méatrix O-szorosan nem invertalhaté (s6t két invertalhatod Osszege se
feltétlentil invertalhato), igy nem alkotnak vektorteret.

c) Altere a valos polinomok R[z] terének, mert legfoljebb Otodfokiuak Osszege és
skalarszorosa is ilyen (a nulla polinomot is beleértjiik). Az altér 6-dimenzids, mert
bazisa 6-elemt: {1,x, 22, 23, 2%, 2°}.

d) Nem vektortér, mert az Osszeadds nem kommutativ.

e) A testmiiveletek tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy C vektortér R {616tt. Bazisa { 1,1},
tehat 2-dimenzios.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a v1,..., vy vektorok kozil vi az egyetlen, amelyik elddllithato a
tobbi vektor linedris kombindciojaként, akkor vi = 0.

k
Megoldds: Legyen vy egy elGallitasa a tobbiekbdl > A\;v;, ahol \;-k skalarok. Ha van a

=2
Ai-k kozott nullatol kiilonbozs, mondjuk, A; # 0, akkor v; is eléllithaté a tobbi vektorbdl:
v = )\ijvl - > i‘—jvi, ami ellentmond a feltevésnek. Tehat minden \; = 0, és igy vi = 0.
i#1,j
. Bizonyitsuk be, hogy ha legalabb egy dimenzios wvalds vektortérben nincs 19 elemd
generdtorrendszer, akkor van benne 20 elemd fiiggetlen rendszer!

Megoldas: Vegylik a térnek egy bazisat. Ha ez 20-nél kisebb elemszamu, akkor a bazist
kiegészithetjiik annyi elemmel, hogy 19 elemi vektorhalmazt kapjunk (ezt megtehetjiik,
mivel egy legalabb 1-dimenzios valos vektortérnek végtelen sok eleme van), és akkor lenne
19 elemii generatorrendszer a vektortérben. Tehét a bézis legalabb 20 elem, és barmely
részhalmaza, fiiggetlen rendszer. Igy van 20 elemt fiiggetlen rendszer is.

. Bizonyitsuk be, hogy ha {a,b,c,d} linedrisan fiiggetlen, de {a,b,c,e} és {c,d,e}
linedrisan dsszefiiggdk, akkor e # 0 esetén {a,b,d, e} is linedrisan fiiggetlen!

Megoldds:  Felhasznaljuk, hogy fliggetlen rendszer része is fiiggetlen (ez nyilvanvald a
definiciobol), tovabbéa, ha egy fiiggetlen rendszerhez egy elemet hozzavéve 6sszefiiggs rend-
szert kapunk, akkor az 0j elem elGall a régiek linearis kombinaciojaként (ugyanis van egy
nem trivialis kombinécié, és abban az 1j elem egyiitthatéja nem lehet 0). Igy a feltételekbsl
kovetkezik, hogy e = za + yb + zc és e = uc + vd valamely z,vy, z, u, v skalarokra. De
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akkor xa + yb + yc = uc +vd, azaz ra+yb + (2 —u)c —vd = 0. Az {a,b,c,d } halmaz
fiiggetlensége miatt ebbdl x = y = 2z — u = —v = 0 kovetkezik, tehat e = uc + vd = uc,
ahol e # 0 miatt u # 0. De akkor {a,b,d,e} = {a,b,d, %c} fiiggetlen (az utobbinak
barmely nem triviélis linearis kombinacidja egyuttal az {a,b,c,d } rendszernek is nem
trivialis kombinacioja).

. Legyenek megadva az aldbbi mdtrizok:

1 2 3 ~1 ~1 2
A=1|2 3 4|,B=[-1 -2 -3],c=| 2|,D=| 2 3
3 4 5 3 3 4

Végezziik el az alabbi mdtrixmiveleteket, ha lehet:

A+ A, A+ B, AB, AC, AC+2C, AD-3D, D? BC, CB. B+C7T

2 4 6

Megoldds: Nem lehet az A+ B, AB és D? miiveleteket elvégezni. A+ A= |4 6 8|,
6 8 10
12 10 15 14 1 2 3
AC =116, AC+2C= |20, AD—-3D= |10 20|, CB=|—-2 -4 —6
20 26 11 26 -3 -6 -9

BC =[-12], B4+4CT=[-2 0 0]

. Tetszdleges n > 1-re adjunk meg olyan nxn-es A és B valds mdtrizokat, melyekre AB = 0,
és BA # 0.

Megoldds: n = 2-re Ay = {1 0 0 ilyen. TetszGleges n-re A,, legyen az

) _ 0
0 o ®B2= [1 0
az n X n-es matrix, aminek a bal fels§ sarka A5 és a tobbi eleme 0, és hasonléan kapjuk

B,,-et Bs-bdl.

. Keresstink olyan A, B, C, D valds négyzetes mdtrizokat, melyekre:

a) A2 =1 és A+ +I; b) B2 =0 és B #0; c) D>=D és D #0,1.
- o1 o 1 10
Megolds: a)A—{1 0} b)B—{0 0} C)C—{O O}

. My tortémik egy n X n-es mdtrizszal, ha balrol, illetve jobbrol az aldbbi mdtrixokkal
megszorozzuk?

3 0 ... 0 1 2 ... 0 0 1 0
0o 1 ... 0 0 1 0 1 0 0
=1 - : B=|. . ) : C=1. . :
0O 0 ... 1 0O 0 ... 1 0O 0 ... 1

Megoldas: A-val balrol: az els6 sor szorzodik 3-mal,

A-val jobbrol: az els6 oszlop szorzoédik 3-mal,

B-vel balrél: a mésodik sor kétszerese hozzaadodik az elsé sorhoz,

B-vel jobbrol: az els6 oszlop kétszerese hozzaadodik a masodik oszlophoz,
C-vel balrol: az els6 és a masodik sor helyet cserél,

C-vel jobbrol: az els6 és a masodik oszlop helyet cserél.
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. Igazak-e minden n x n-es A, B mdtrizra az alabbi eqyenléségek?

a) (A+B)(A-B)=A?-B? b) (A+1,)(A-1,)=A%-13;

c) (A+B)?=A2+2AB + B?; d) (AB)T = ATBT.
Megoldds: a), c¢): Nem igazak, csak amikor AB = BA.
b): Igaz. d) (AB)T = BT AT tehat altalaban a d) allitas sem igaz, csak amikor AB = BA.
Legyenek a, b és ¢ az 23 + 2x% — 5 polinom gyckei. Szamitsuk ki % + % + % értéket!

Adjunk meg R3-ban végtelen sok olyan vektort, amelyek kozil barmely hdrom linedrisan
fiiggetlen!

< . . 0 1 1 0 0 0] ., |0 O
Ossze lehet-e szorozni valamilyen sorrendben a [O 0 ], [O O]’ L O} €s [0 1}

mdtrizokat, hogy a szorzat ne a nulla mdtrix legyen?



