Lineéris algebra 6. feladatsor 2013. november 7.

. Hdny megolddsa van azoknak az egyenletrendszereknek a valds szdmok kérében, amelyeknek a bévitett mdtriza
a kévetkezd redukdlt lépcsds alakra hozhaté? Amelyiknek tobb megolddsa is van, annak adjuk meg legaldbb
hdrom kilonbozé megolddsdt!

10 2 | 1 1 0 0 | 2 1101 | 0 01 0 | 2
01 1 | 1 01 0 | 1 001 2 1] 0 001 | 3
000 ] O 001 | -1 0000 | 1 0001 O
1—2t]
Megoldds: Végtelen sok, 1, 0, illetve végtelen sok. Az elsének az altalanos megoldésa | 1 —t¢ |, tehat pl.
t
3 1 -1 [
t = —1,0,1-re megoldasok 21, 1] és 0 |. A negyediknek az altalanos megoldasa | 2 |, tehat
-1 0 1 |3
0 1 2
megoldasai példaul |2 |, [2] és |2
3 3 3
. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszereket:
a) x+2y— z= 2 b) z+ y+ z=4 ¢) z+ y+ z=1
3r— y+2z2= 7 -+ y— z=2 -+ y— z=1
z — z2==2 20+ y+2z=1 204+ y+2z=1
204+ y+ z= 7 dr+4y+4z=1 4o +4y+4z=4
Megoldds: a)
102 -1 | 27 12 -1 | 2 1 2 -1 | 2
3 -1 2 | 7 . 0 -7 5 | 1 . 0 -2 0 | —4 -
1 0 -1 | -2 0 -2 0 | —4 0 -3 3 | 3
L2 1 1 74 L0 -3 3 | 3 0 -7 5 | 1
12 -1 | 27 10 -1 | -2 100 | 1
0 1 0 | 2 . 0 1 0 | 2 = 01 0 | 2
0 1 -1 ] -1 00 -1 | -3 001 | 3
LO -7 5 | 1] LO O 5 | 15 000 ] O
Igy amegoldas z =1, y =2, z = 3.
b)
11 1] 4 1 11 | 4
-1 1 -1 ] 2 . 0 2 0 | 6
1 2] 1 0 -1 0 | =7|
4 4 4 | 1 0 0 0 | -15

és a 4. sorbol mar most latszik, hogy az egyenletrendszernek nincs megoldésa, igy nem kell elmenni a
lépcsés alakig.

c)

11 1] 1 1 1 1 | 1 1 11 | T 101 | 0
-1 1 -1 | 1 = 0 2 0 | 2 = 0 1 0 | . 01 0 | 1
2 1 2 |1 0 -1 0 | -1 0 -1 0 | -1 00 0 | of
4 4 4 | 4 0 0 0 | 0 0 0 0 | 0 000 O
T —t [0 -1
tehat a megoldas x = —t, y =1, z = t, vagy vektorosan |y | =| 1 [ = |1| +¢ 0
z t 0 1

. Az a és b értékétél fiiggéen hdny megolddsa van az aldbbi egyenletrendszernek? Adjuk is meg a megolddsokat
ezekben az esetekben!
20+ y+ z= 4
r+2y— z=-1
rT— y+2z= a
z+by+ z= 3
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Megoldds:

2 1 1] 4 1 2 -1 | -1 1 2 1 -1
L2 =1 | =1 |2 1 1| 4] o -3 3| 6|
1 -1 2 | a 1 -1 2 | a 0 -3 3 | a+1
L1 b 1 | 3 1 b 1 | 3 0 b—-2 2 | 4

rt o 1 | 3 10 1 | 3

01 -1 | =20 o1 -1 ] =2

00 0] a-=5 0 0 b | 2b

LO O b | 2b 00 0| a-—5

Ha a # 5, akkor nincs megoldas. Ha a = 5 és b = 0, akkor a métrix mar redukalt 1épcsds alakban van, a
megoldésok szama végtelen, és a megoldasok x =3 — ¢, y = —2+1, és z = t, ahol ¢ tetszbleges. Ha viszont
a =5, és b # 0, akkor tovabb alakithatjuk a matrixot:

10 1] 3 100 | 1
01 -1 | =2/ o 10 |0
00 1| 2 001 | 2|
00 0] O 000 1] 0

tehat ekkor a megoldas egyértelmd: x =1, y =0, z=2.

. Legyen adva egy k egyenletbdl és n ismeretlenbdl dllo raciondlis egyitthatos linedris egyenletrendszer. Déntsik
el, melyek igazak az aldbbi kovetkeztetések koziil.

a) Ha k < n, akkor az egyenletrendszernek létezik megolddsa.

b) Ha k > n, akkor az egyenletrendszernek nem létezik megolddsa.

¢) Ha k <mn, és az egyenletrendszernek van megolddsa, akkor végtelen sok megolddsa van.

d) Ha k > n, és az egyenletrendszernek van megolddsa, akkor csak egy megolddsa van.

e) Ha létezik valds megoldds, akkor létezik (csupa) raciondlis megoldds is.

Megoldds: a) Nem igaz, pl. x +y+2=1, v+ y+ z =2 ellentmondésos.
b) Nem igaz, pl. v +y=1, 20 4+2y =2, 3z +3y=3.
c) Igaz.

d) Nem igaz, erre is jo ellenpélda a b) megoldasaban szerepld.

e) Igaz: a Gauss-modszernél a matrix egyiitthatéi Q-ban maradnak, és igy az altalanos megoldas felirdsanal
is csupa racionélis egyiitthat6 szerepel. Tehéat ha egyértelmd a megoldas, akkor az raciondlis, ha nem,
akkor a paramétereket Q-belinek vélasztva szintén racionalis megoldast kapunk (végtelen sokat, ha a
valés megoldasok szama végtelen).

. Allapitsuk meg, fiiggetlenek-e a megadott vektorhalmazok R™-ben. Ha nem, keressiink koztik mazimdlis szdmu
fiiggetlen vektort, és dllitsuk eld o tobbit ezek linedris kombindcidjaként! Benne van-e a kilén megadott vektor
a vektorhalmaz dltal generdlt altérben?

a) {(1,2,—1,0),(1,1,1,1),(0,1,-2,-1),(0,1,2,1) }, v = (—1,0,1,3)

b) {(13 27 1) (07 1a 3)7 (17 717 0) }7 V= (15 17 1)

Megoldds: a) A fliggetlenek keresését és a v elGallitasat egy sorredukcioval is megoldhatjuk:

11 00 | -1 1 1 01 | -1 10 1 0] 1
21 11| of o -1 11| 2 ~fo1 -1 -1] -2
-1 1 -2 2 | 1 0 2 -2 2| 0 00 0 4| 4
L o1 -11 ] 3 0 1 -11 ] 3 00 0 2| 5
rl o0 10 | 1

01 -1 0 | -1

00 01 ] 1

Lo o 00| 3

Ebbégl leolvashatd, hogy v nem 4ll el a tobbiek linearis kombinacidjaként, a vezéregyeseket tar-
talmazo oszlopoknak megfelels eredeti oszlopvektorok (tehat [1 2 —1 0]%, [1 1 1 1]", és
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b)

[0 1 2 1]T bazist alkotnak az oszloptérben, és a tobbi vektor oszlopanak megfelel6 oszlopok
a redukalt lépcs6s alakban megmutatjak, hogy azok hogyan &llnak el6 a kivalasztott oszlopokbol:
(0,1,-2,—1) = (1,2,-1,0) — (1,1,1,1).

Hasonloan:

1 0 1] 1 10 0 | 5/8
2 1 -1 | 1| m—— |0 1 0 | 1/8
1 3 0| 1 0 01 | 3/8

Tehat a harom megadott vektor fiiggetlen, és elgallithato bel6liik a v vektor (az utobbi abbdl is
kovetkezik, hogy a haromdimenzios térben harom fiiggetlen vektor sziikségképpen bazist alkot.

6. Tegyik fel, hogy v1,...,v, linedrisan figgetlen vektorok egy vektortérben. Figgetlenek-e a kévetkezd vek-
torok? Ha nem fiiggetlenek, hdny dimenzids alteret generdinak?

a) Vvi,vi+va, ..., Vvi+ Vot ... +V,
b) Vi — Vo, Vo —V3,...,Vy_ 1 — Vp,Vy — Vy
c) Vi+ Vo, Vot Vs, ...,V 1+ Vi, Vi + V1
Megoldds: a) Fiiggetlenek. Ezt bebizonyithatjuk azzal, hogy az z1vi+xza(vi+va)+. . .4z, (vi+...+vy,) =
0, azaz (x1+...+x,)vi+ (224 ...+ xy)ve + ...+ 2,v, = 0 vektoregyenlet a v, ..., v, fiiggetlensége
miatt ekvivalens az 1 +... 4z, =0, 29 +... 42, =0, ..., x, = 0 egyenletrendszerrel, amely eleve
lépcsds alaku, és lathatéan csak egy, a trividlis megoldasa van. De abbdl is kovetkezik a fliggetlenség,
hogy a megadott vektorok nyilvan valéan kigeneraljik a vy, va, ..., v, vektorokat (ebben a sorrendben
el tudjuk allitani beldliik), tehat generatorrendszert alkotnak a { vq,...,v, } fliggetlen vektorok altal

generalt n-dimenzids térben, itt pedig egy n elemi generitorrendszer sziikségképpen bazis is.

A vektorok osszege 0, tehat nem fiiggetlenek. Az els6 n — 1 vektor viszont fiiggetlen, ugyanis az a)
részhez hasonloan felirhatjuk, az x1(vy — va) + ... + xp_1(vp—1 — v,) = 0 vektoregyenlethez tartozo
linearis egyenletrendszert x1,...,xp—1-re: 1 =0, zo—2x1 =0, ..., Tp—1 —Tp—2 =0, x,_1 = 0, aminek
nyilvan csak trividlis megoldasa van. Igy a generalt altér n — 1 dimenzids.

Ha n paros, akkor Osszefiigg6k a vektorok, mert a valtott elGjeles dsszegiik 0. Ebben az esetben az elsé
n — 1 vektor fiiggetlenségét a b) esethez hasonldo médon be tudjuk latni, tehat a generalt altér ebben
az esetben n — 1 dimenziés. Ha viszont n paratlan, akkor az x1(vi + va) + ... + (v, +v1) =0
vektoregyenlethez tartoz6 =, + x1 = 0, 1 +22 =0, ..., xp—1 + =, = 0 egyenletrendszert lépcsds
alakra hozva latjuk, hogy a méatrix f6atlojaban 1,1,...,1,2 van. Tehat csak trividlis megoldasa van az
egyenletrendszernek, azaz az n vektor fliggetlen a testben 2 # 0. De példaul a kételemi Zo test folotti
vektortérben Osszefiiggs az n vektor. Az els6 n — 1 vektor ekkor is fliggetlen.

7. Szamitsuk ki az aldbbi mdtrizok inverzét, ha van! Mi a determindnsa a megadott mdtrizoknak?

1 9 1 1 1 1 2 3 1 -1 1
A{g 4] B=1|2 2 2 cC=12 3 4 D=]-1 1 1
3 21 3 4 6 1 1 -1

Megoldds:
{1 2 ] 10 1 2 10 10 | -2 1) -1
R R e R R S P B B RO

2 1

tehat A~! = {3 1 } A determindnsa 1-4—2-3 = —2.

2 2
B determinansa 0, mert van két Osszefiiggs sora, és igy nem is invertalhaté (ha Gauss-moédszerrel

elkezdjiik kiszdmitani az inverzét, ellentmondésos egyenletrendszerre jutunk).

C determinansat Gauss-modszerrel kiszamitva:

123 100 100 | -2 0 1
(C ] 0]=|23 4| 010 ———]|0101] 0 3 —2|=[I | C
3461001 001 ] 1 -2 1



8.
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Hf2.

Hf3.
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C' determinansa —1.
1/2
—4,és Dt = 0
1/2

0 1/2
1/2 1/2
1/2 0

D[ =

Oldjuk meg az aldbbi matrizegyenleteket, ha lehet! A, B,C,D a 7. feladatban szereplé mdtrizok.

4) CX =D b) BX = C dXBMJMM%B ;?} d) XB =AM
Megoldds: a) Szimultan egyenletrendszerként megoldva:

(12 3| 1 -1 1 1 2 3] 1 -1 1

2 34 ] -1 1 1| = |0 -1 -2 | -3 3 —1| &

|13 4 6 | 1 1 -1 0 -2 -3 -2 4 —4

(1 0 -1 | -5 1 0 0 -1 3 -3 -1 3 -3

o1 2] 3 —3 1 — |0 1 0 -5 1 5|,tehat X=|-5 1 5

10 0 1 ] 4 -2 =2 0 0 1 4 -2 =2 4 -2 =2
b) Az el6z6héz hasonloan:

(1 11 ] 1 2 3 1 1 1|1 2 3

2 22| 234 —1]0 0 0] 0 -1 =2

3 2 1 | 3 46 0 -1 -2 ] 0 —2 -3

és mar itt a masodik sorbodl 1atszik, hogy nincs megoldés.

¢) Az eredeti helyett a transzponaltjat tudjuk szimultan egyenletrendszerként megoldani: BT X7 = MT:
1 23|15 12 3|1 5 120 | 4 -1
122 23100 -1 | 1 =2 — (001 | -1 2
121 | 31 0 0 -2 2 —4 0 0 0 | 0 0
—1—2s
Igy X7 els6 oszlopa , a masodik S , ahol t s tetszblegesek. Tehat X =
2
4—2t t -1 _ 1 o], Jooo
-1-2s s 2| |- 0 0 0 -2 1 0}

d) Mivel A invertdlhat6, X B = AM akkor és csak akkor, ha A~ X B = M, teh4t a c)-beli matrixegyenlet
megoldésait A-val balrél megszorozva megkapjuk ennek az egyenletnek a megoldésait: X = [22; 8 g ] +
-2 1 0 -4 2 0
t[ﬁ 3 0] *S{s 4 0}‘
Adjunk meg egy olyan hdrom egyenletbdl dllo linedris egyenletrendszert, amelynek nincs megolddsa, de barmely
két egyenletnek van kézos megolddsa.

1 2 2 2 1 2
Oldjuk meg az AX = B madtrizegyenletet, ahol A = 1 0 1 és B=|1 1 3
-1 1 0 0 0 -1

=

Keressiink olyan vektort az R* vektortérben, amely az (1,2,—1,0),(1,1,1,1), (0,1, —1,3) vektorokkal egyiitt

bdzist alkot.



