Lineéris algebra 7. feladatsor 2013. november 13.
. Hogyan wvdltozik egy n x n-es mdtrix determindnsa, ha tikrézzik a négyzet négy kilonbézd szimmetria-

tengelyére? Hadt ha elforgatjuk 90, 180, 4ll. 270 fokkal?

Megoldds: Ha a fiigg6leges vagy vizszintes koézépvonalra tiikrozziik, az megfelel [5} sor-, illetve oszlop-
cserének, tehat (—1)"/2-vel szorzodik a determinans. A f6atléra valé tilkrozés a transzpondlds, az nem
valtoztatja meg a determinanst. A mellékatlora vald tiikrézésnél a matrix soraibol oszlopok lesznek, de
ellenkez6 sorrendben, és maguk az oszlopok is megforditva vannak. Tehét ezt az el6z6 harom tiikrozés
egymasutinjaval kaphatjuk, és igy nem valtozik az elGjele.

A 90°-0s forgatas a sorokat oszlopokka irja at, és forditott sorrendben irja a matrixba, tehat egy transz-
ponaléssal és [%} oszlopcserével kapjatjuk. Ez a determinénst (71)["/ 2l_szel szorozza. A t&bbi forgatas ennek
hatvanya, igy a 180°-o0s forgatas nem véltoztatja meg a determinanst, a 270°-0s pedig szintén (—1)1"/?l-szel
S70rozza.

. Mi egy n X n-es mdtriz (n > 3) determindnsdnak az értéke, ha a mdtriz minden sora szdmtani sorozat?

Megoldds: Tegyilik fel, hogy az i. sor a;-vel kezd6ds, d; kiilonbségii szamtani sorozat i = 1, ..., n-re. Vonjuk ki
az els6 oszlopot az Gsszes tobbib6l! Az 1j j. oszlop i. eleme (j—1)d;, tehat a masodik oszlopnak skalarszorosai
az utana kévetkezd oszlopok. Ebbél kovetkezik, hogy a determinans 0.

. Szdmitsuk ki az aldbbi n x n-es determindnsokat:

1 00 0 0
0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2
................... 100 0 2.2 2 2

a) |0 0 0 1 b) |1 00 0 c)|2 2 3 2
000 10 Do : Do :
................... 1 0 0 0 2 9 9 n
01 0 ... 00

Megoldds: a) A matrix csak akkor lehet ilyen, ha n paratlan. A maéatrixot az egységmatrixsza alakithatjuk,

ha elGszor az utolso sort felvissziik a 2. helyre (n — 2 sorcsere), aztan az eredetileg utolso el6tti, de most

utolsé sort a 4. helyre (n — 4 sorcsere), aztdn a most utolsét a 6. helyre, és igy tovabb, a végén az utolso

helyen all6 sort az n — 1-edik helyre (1 sorcsere). Ez 6sszesen 1 +3+...+(n—2) = % sorcsere, ami
pontosan akkor péros, ha 251 paros. Tehét a determindns (—1)("~1/2 azaz 1, ha n = 4k + 1 alakd, és
—1, ha n = 4k + 3 alaka.

b) Ha n > 3, akkor van két egyforma sor, tehat a determinans 0 (elemi sormtvelettel O sort allithatunk el
benne). n = 1-re a determinans 1, n = 2-re pedig —1.

¢) Vonjuk ki a méasodik sort az Gsszes tObbibél, aztan az els6 sor kétszeresét adjuk hozza a mésodikhoz.
Ekkor fels§ haromszégmaétrixot kapunk, amelynek atlojaban rendre —1,2,1,2,3,...,n — 2 all, tehat a
determinans —2 - (n — 2)!.

. Legyen A egy 5 x 5-Gs mdtriz, amelynek determindnsa 3. Mi lesz a determindnsa a 2A~%, (2A4)7!, és
A2 AT . A7V mdtrizoknak?
Megoldds: 32, X illetve 9.

3 96
. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi mdtriz determindnsa [] (a; — a;).
i>j

2 n—1
1 a1 a% ceeoay .
.

1 ax a3 ... a5
2 n—1

1 ap, a; ... al

Megoldds: Jeloljiikk ezt a matrixot V(aq,...,a,)-nel (Vandermonde-matrix). Teljes indukcioval belathatjuk,
hogy a determindns [ (a; — a;)-vel egyenls. n = l-re az iires szorzat 1, n = 2-re as — a1 , tehat
1<i<j<n
ezekre igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy (n — 1)-re igaz. Hatulrdl eldre haladva minden oszlopbdl vonjuk
ki az el6z8 a;-szeresét, aztan fejtsiik ki a determindnst az els§ sora szerint. Az igy kapott determinans
n

(7 — 1). sorabdl (a; — a1)-et kiemelve azt kapjuk, hogy |V (ai,...,an)| = HQ(aj —a1) - |V(ag,...,an)| =
=



Lineéris algebra 7. feladatsor/2 2013. november 13.

n

[T(a; —a1) I (aj—ai)= TI (aj —a;). Fontos tulajdonsiga ennek a determindnsnak, hogy nem
j=2 2<i<j<n 1<i<j<n
lehet 0, ha a, ..., a, kilonbozsk.

. A Cramer-szabdly segitségével szamitsuk ki y értékét, ha x, y és z kielégitik a kovetkezd egyenletrendszert.

r 4+ 2y — z = 3
2t + y + 3z = 0
- + y 4+ z =1

-1 1 2 —1]7!

3
0 31| 21 3 ==2=2

1
Megoldas: y=| 2 —= =3
-1 1 1 -1 1 1

. Bizonyitsuk be, hogy R"-ben n vektor akkor és csak akkor alkot bdzist, ha az n vektorbél mint oszlopokbdl
alkotott mdtriz determindnsa nem 0.

Megoldds: Az n oszlop akkor és csak akkor alkot bazist az m-dimenzids vektortérben, ha linearisan
fliggetlenek, azaz ha a matrixhoz mint egyiitthatématrixhoz tartozé6 homogén linearis egyenletrendszenek
csak trividlis megoldésa van. Ez viszont pontosan akkor igaz, ha a matrix redukalt 1épcsés alakjaban minden
oszlopban van vezéregyes, vagy ezzel ekvivalens feltétellel, nincs benne 0 sor. Mivel az elemi sormdveletek
nulla determinanst nulla determindnsba, nem nulldt nem nullaba visznek, ebbdl kovetkezik, hogy akkor és
csak akkor fliiggetlenek az oszlopok, ha a determindns nem nulla.

. Szamitsuk ki a kovetkezé (valds) mdtrizok rangjdt (ahol paraméter van, ott annak figgvényében)! Adjunk
meg annyi figgetlen sort, és annyi figgetlen oszlopot, mint amennyi a mdtriz rangja!

1 23 ...n
2 11 ... 1 13 21 1 0 a1 z 11

a) |3 1 1 ... 1 b) | 2 1 -1 0 ¢) {01 1 b d) |1 = 1
Do -1 2 31 11 b 2 11
n 1 1 ... 1

Megoldds: a) Ha a masodik sort kivonjuk az alatta lev6kbdl, a harmadikkal kinullazhatjuk a tobbit, tehat
a méatrix megmaradt nemnulla sorai:

1 2 3 ... n 1 0 0 0 1 0 0 ... 0
211 ... 1| Jj011 ... 1|~ |0 1 1 ... 1 ,
100 ... 0 0 2 3 ... n 0 01 ... n=2

igy a rang 3. A métrix els§ harom oszlopa fliggetlen, mert a lépcsds alak els6 harom oszlopdban van
vezérelem, és az elsé harom sor is fiiggetlen, mert a sormtveleteknél az els6 harom sor altal generalt
altér nem valtozott (ezekhez a sorokhoz nem adtunk hozzé mas sornak tobbszordsét, és nem is cseréltitk
ki azokkal).

b)
1 3 2 1 1 3 2 1 1 3 2 1
21 -1 0f - |0 =5 =5 2| — |0 &5 5 2],
-1 2 3 1 0 5 5 2 0 0 0O

igy a rang 2, az els6 két oszlop fiiggetlen, és lathatéan az elsé két sor is (egyik sem skalarszorosa a

mésiknak).
c)
1 0 a 1 1 0 a 1 1 0 a 1
01 1 b — |0 1 1 bl — [0 1 1 b
1 1 b 2 0 1 b—a 1 0 0 b—a—1 1-0

Ez 1épcs6s alak, és legfoljebb a harmadik sor lehet 0. Ha b =1 és a = 0, akkor a rang 2, és az els§ két
oszlop, illetve az els6 két sor fiiggetlen. Ha b # 1 vagy a # 0, akkor a rang 3, és az els6 harom oszlop
fliggetlen, és természetesen a harom sor is.

d) A matrix rangja akkor kisebb 3-nél, ha a determinansa, azaz x> — 3z + 2 nulla, ez pedig r = 1 és z = —2
esetén igaz. x = 1 esetén a csupa-1 méatrixot kapjuk, ami nyilvan 1 rangi. x = —2 esetén a métrix 2
rangu, és az elsd két sor, illetve az elsé két oszlop fiiggetlen. Minden mas esetben a rang 3.



Hf1.

Hf2.

Hf3.
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Legyen B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,2) } az R® vektortér egy bazisa. Adjuk meg a (3,2,1) vektor koordindtdit
2
a B bdzisban, és hatdrozzuk meg azt az elemét R>-nek, amelynek koordindtavektora a B bdzisban 1
-1

1 0 0
Megoldds: A standard bazisrol a B bazisra vald attérés matrixa P = |1 1 0]. v = (3,2,1)-re [v]g =
0 0 2

3 1 0 0 3 3
Pll2l=]-11 0f||2|=]-1
1 1
1 00 ][t 1
2 2 2
Ha [w]p = 1|, akkor w standard béazisban val6 felirasa P | 1| = 3|, azaz w = (2,3, -2).
-1 -1 —2

Benne van-e a v = (1,1,0) vektor az a = (1,—1,2), b = (3,1,1), ¢ = (1,3,—3) vektorok dltal kifeszitett
altérben? Ha igen, fejezzik ki v-t az a, b, c vektorok linedris kombindcidjaként, ha nem, keressink olyan
w € (a,b,c) vektort, amely v-tél minél kevesebb komponensben tér el.

Szdmitsuk ki annok az n X n-es determindnsnaok az értékét, amelynek foédtléjaban csupa 1-es, a mellékdtlo
fédtlon kivili részén csupa 2-es, mindenhol mdshol pedig 0 dll.

Mik a lehetséges értékei annak a 4 x 4-es determindnsnak, amelynek csak 0 és 1 elemei vannak, és ezek kéziil
legfoljebb ot 1-es?



