Linearis algebra 8. feladatsor 2013. november 21.

1. Melyik leképezések linedrisak a kovetkezdk kozil? A linedrisaknaok adjuk meg a mdtrizdt a standard
bazisban.

a) az R? sik tikrozése az © = 2 egyenesre;

b) ¢ : R’ —R?, ahol p((z,y,2)) = (x +y,z +y);

c) az a leképezés, amely minden R%-beli vektorhoz a hosszdt rendeli;

d) a 2 x 2-es valds mdtrizokon a mellékdtlora vald tikrézés;

e) a komplex konjugdlds a C-n mint R folotti vektortéren;

f) egy adott a + bi komplex szdmmal valé szorzds a C-n mint R folotti vektortéren;
g) a sik o szog4 elforgatdsa az origd koriil.

Megoldds: a) Nem lineéaris, mert O nem 0-ba megy.

x
b) Lineéris, mert egy méatrixszal valo balszorzassal lehet megvalositani: A |y | = [i 1 z] az
1 1 0 o - L . P
A= 11 0 matrixra. Ez az A méatrix a transzformécio standard matrixa.

c) Nem linéris: |v 4+ w| # |v| 4+ |w|, kivéve, amikor v és w egyiranytak.

d) Lineéris: f([z Z}-ﬁ-[; £]> = f({(clj_—; Zi£]> - [iiz Z—:—J(j - [Cci 2} +

o )= (e aD) oAl D)

0 00 1
. 10 0 1 0 0 0 0 . - 01 00

A matrixa az {[O 0], [O 0], [1 0], [O 1]} standard bézisban 00 1 ol
1 0 0 O

mert a transzformicié az els és a negyedik baziselemet felcseréli, a masodikat és a harmadikat
pedig helyben hagyja.
e) A linearitas kovetkezik a konjugalas miveleti tulajdonsagaibol. A matrixa a standard {1,7}
. 1 0
bazisban [O _1}
f) A komplex szamok miiveleti tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a leképezés linearis. Mivel
flz+yi) = (x+yi)(a+bi) = (ax — by) + (bx + ay)i a leképezés, a matrixa az { 1,7} bazisban
a —b
i
g) A leképezés R%-en mint a komplex szadmsikon a cosa + isin a szimmal val6 szorzésként hat,
cosa —sin a}

tehat az f) rész szerint linearis, és a matrixa | .
sina cosa

2. Adjuk meg a kévetkezd linedris leképezések mdtrizdt a megadott bdzisban, illetve bdzispdrban:

a) azy = x egyenesre vald tikrozés, B ={(1,0),(0,1) };

b) az y = x egyenesre vald tikrozés, B = {(1,0),(1,1) };

¢) az x — Ax, ahol A = B _:1))], B={(1,2),(1,1) };

a) ¢ : R? — RB; amelyre ¢(1,2,1) = (0,2,1), ¢(1,1,1) = (1,0,0), ¢(1,0,0) = (-1,0,0), a
standard bdzisban;

e) p(x) — p'(x) a legfoljebb mdsodfoki valds polinomok terén, a standard {1,z,2%} bdzisban;

f)le R = R o(x,y) = (z+yy1), Bi = {(1,1),(2,00}, B = {(1,2,1),(~1,1,0),
(0,1,1) } bdzispdrban;

g) Az x — 2y + z = 0 sikra valo merdleges vetités standard bdzisban.

Megoldds: a) (1,0) — (0,1), és (0,1) — (1,0), igy a méatrixa (1) 0
. |—1 0 |11 T S O
matrix 11l Masképp: az attérés métrixa P = 0 1l P~ = 0 1] s ey a

transzformécioé matrixa az j bazisban az a) részben megtalalt standard A matrixot hasznalva

P~1AP = [_1‘ ?]/

c) Az attérés matrixa P = [1 L

9 1}, a B-ben felirt matrix P~1AP = [—7 —3}

10 5
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1 0
d) Azt az A méatrixot keressiik, amelyre A |2 | = |2
1 1
1 1 1 0 1 -1
vagyisaz A |2 1 0 =12 0
110 10 0
01 -1t 1 177" [-1 -1 3
2 0 0 210 = 0 2 =2
10 of]|t 10 0 1 -1

Tehat A =

Masképp: 1—0=0-14+0-2+0-22, 2+ 1-1+0-24+0- 22

2013. november 21.

,és A

S O =
S O =

0 | matrixegyenletet kell megoldani. A megoldasa A =

a b
= | 2c
c 0

,és 22— 0-14+2-240-22, tehat

0 1 0
a baziselemek képének koorodinatavektorai | O |, 0| és | 2|; ezek a keresett A métrix
0 0 0
oszlopai.
1 1
f) A leképezés standard méatrixa A = |0 1|, az R? 1 bazisara valo attérés matrixa P =
1 0
1 2 3 s =10
[1 0], az R° 1) bazisara valé attérés matrixa () = | 2 11 Az 1) bazisparban a
1 0 1
1 0
matrix QAP = | -1 -2
0 2
Masképp: (1,1) — (2,1,1) = 1-(1,2,1) = 1-(-=1,1,0) + 0 (0,1,1), és (2,0) — (2,0,2) =
0-(1,2,1)—2-(—1,1, )+2 (0,1, 1), igy a koordinatavektorokbol mint oszlopokbdl 4116 méatrix
1 0
-1 -2
0 2
g) Az x—2y+z = 0sik normalvektora n = (1, -2, 1), és igy egy v vektornak a sikra vett meréleges
vetiilete v — pbn. Ezt egy (x,y, z) tetszbleges vektorra felirva azt kapjuk hogy a vetités az
(e,9.2) pontot az (&, ) — E24(1,-2,1) = (3u + 2y — Az 2o + Zylz,—do + 2y + 32)
5 2 -1
pontba viszi. Tehat a transzformacié standard matrixa % 2 2 2
-1 2 )

3. Szdmitsuk ki az f : (x,y, 2)

— (r4+y—2z,x42,20+y— 2z, —x— z) leképezés mdtrizinak a rangjdt!

Hdny dimenzids f képtere és magtere? Adjuk meg a képtérnek és a magtérnek eqy-egy bdzisdt!

1 1
. . . 1 0
Megoldds: A leképezés standard méatrixa A = 9 1
1 0

dukalt 1épcsds alakra!
1 1 -2 1 1 -2
1 0 1 . 0 -1 3
2 1 -1 0 -1 3
-1 0 -1 0 1 -3

—2
R Hozzuk ezt Gauss-modszerrel re-
-1
1 0 1
0 1 -3
N
0 0 0
0 0 0

Ebbdl leolvashatd, hogy a matrix rangja 2, mert a 1épcsés alakban két nem nulla sor van. A képtér

a matrix oszloptere, és ennek bazisit adja az A métrix elss két oszlopa, (1,1,2,—1)T

és (1,0,1,0)T

mert a lépcsds alakban az elsé két oszlopban vannak a vezérelemek. A magtér pedig az Ax = 0
egyenletrendszer megoldastere. Ezt is leolvashatjuk a lépcs@s alakbdl (a konstans oszlop végig 0
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T —t -1
marad a sorredukci6 sordn): |y | = | 3t| =t | 3| (t €R), és ennek bazisat adja a (—1,3,1)7
z t 1

vektor.

4. Adjunk meg olyan linedris transzformdciot az R® vektortéren, amelyre
a) 0 # Kerp CImyp;
b) Kerp 1 dimenzids, és KerpNImp ={0};
c) Imp 2 dimenzids, és ¢ az Im p minden vektordt onmagdba viszi;
d) o2 =0, de p* # 0.

Megoldds: a) A dimenziotétel miatt dim Ker ¢ + dimIm ¢ = 3, tehat csak gy teljesiilhetnek a
megadott feltételek, ha dim Ker ¢ = 1, és dimIm ¢ = 2. Ezt megvaldsithatjuk példaul tgy, ha
az R standard bazisara e; — 0, ey — e; és e3 — e,. A bazison egyértelmien megadhato egy
linearis transzformacio, tehit ez meghataroz egy ¢ leképezést, és konnyen leolvashatd, hogy
ennek e képe kétdimenzios ((e1,es2)), és a mag tartalmazza az ej-et, a dimenziotétel miatt
pedig ekkor csak (e1) lehet.

b) Az el6z6hoz hasonldéan dim Ker o = 1 miatt dimIm ¢ = 2, tehat a leképezés megadésat ha-
sonloan kezdhetjiik, de a masodik két baziselem képét Ggy valasztjuk, hogy e; ne legyen benne
a képek generdtuméban: e; — 0, es — ey, ez — es; vagy példaul e; — 0, e; — e; — eg,
e3 — eg, csak az utobbinal kevésbé szembetiing, hogy kielégit minden feltételt.

c) A b)-ben megadott e; — 0, ey — ey, e3 +— e3 transzformacio ezt a feltételt is kielégiti.
De barmely origon dtmend sikra valé (nem feltétleniil merdleges) vetités is ilyen, s6t pontosan
azok a transzformaciok elégitik ki a feltételeket.

d) Az e; — 0, ey — e, ez — e leképezés megfelel: ez a baziselemeket egy indexszel elérébb
tolja, az els6t pedig 0-ba viszi. Tehat ¢? képe mar csak (e1), ¢° képe pedig {0 }.

5. A mdtriz felirasa nélkil dllapitsuk meg, mik a (valds) sajdtértékei és sajdtvektorai a kovetkezd
linedris transzformdcidknak:
a) R? tikrozése az (1,2,2) vektorra meréleges, az origdn dtmend sikra;
b) R 90°-0s elforgatdsa az © tengely koril;
c) R? merdleges vetitése az y = 2z egyenesre;
d) az (1,0,2) vektorral vals vektoridlis szorzds R>-ben;

Megoldds: a) A normalvektor, (1,2,2), és ennek skalarszorosai A = —1-hez tartozo sajatvektorok,
a stk nem nulla vektorai pedig A = 1-hez tartozok. Mé4s sajatvektora nincs a transzformécionak:
a tobbi nem nulla vektor képe nem parhuzamos az eredeti vektorral.

b) Csak az z tengellyel parhuzamos nem nulla vektorok sajatvektorok (1 sajatértékkel).

c) Az egyenessel parhuzamos nem null vektorok ((1,2) nem nulla skalarszorosai) az 1 sajatértékhez
tartozo sajatvektorok, az egyenesre merdlegesek ((—2,1) nem nulla skalarszorosai) 0-hoz tar-
tozé sajatvektorok.

d) Csak az (1,0,2) vektor nem nulla skaldrszorosai lesznek sajatvektorok, a hozzajuk tartozo
sajatérték 0.

6. Keressiik meg az aldbbi mdtrizok dsszes (komplex) sajdtértékét és sajdtvektordt! Trjuk le az x — Ax
és x — Bx leképezések hatdsdt R*-ben!

4 —4 1 3 1 -3
A:[(l) H B:[? _(1)] C = 1 -1 0 D=0 1 0
-2 4 1 2 1 -2

. . 1
Megoldds: |A — M| = \2 — 1, a sajatértékek 41, az 1-hez tartozo sajatvektorok ¢ - [J, (t #0),

a —1-hez tartozok t - [_i], (t #0). Ez a leképezés az (1, 1) vektort 6nmagéba viszi, a (—1,1)-et
pedig —1-szeresébe, tehat ez az y = x egyenesre vald tiikrozés.

” , illetve ¢ - [_ﬂ (t #0). Ez a leképezés

az i vektort j-be, a j vektort pedig —i-be viszi, tehat ez a 90°-os forgatas R?-en. Ennek a valos
sfkon nincs sajatvektora, de mint lattuk C? — C? leképezésként van.

|B— M| = A2 +1, a sajatértékek +i, a sajatvektorok ¢ - [



Hf1.
Hf2.

Hf3.
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-2
|C = M| = =A3+4X\2 =5\ +2 = —(A—1)%(\—2), a sajatértékek 1 és 2, a sajatvektorok t- | —1 |,
2
-3
illetve t- | =1 | (¢t #0).
2

-1 3
|ID—X|=(1-X)(A2=)X)=—(A—1)), a X = 1-hez tartozo sajatvektorok s - 2] +t-|0] #0
1
(vagyis az 1-hez tartozo sajataltér kétdimenzios), a A = 0-hoz tartozok pedigt- | 0
1

Melyek igazak eqy A négyzetes mdtrizra? Amelyik igaz, azt bizonyitsuk, amelyik nem, arra adjunk
ellenpélddt.

a) v sajdtvektora A-nak = v sajdtvektora A%-nek;
b) v sajdtvektora A?-nek = v sajdtvektora A-nak;

Megoldds:  a) Igaz: Ha Av = Mv, akkor A%v = A(A\v) = MAv = A\?v. Tehdt ha v az A
sajatvektora \ sajatétékkel, akkor v az A®-nek is sajatvektora \? sajatértékkel.

. 1 . -
b) Nem igaz, példaul az A = [(1) O] maétrixra (az y = x egyenesre valo tiikrozésre) A% = 1, tehat

A?-nek minden nem nulla vektor sajitvektora, de ugyanez nem igaz A-ra.

Hdny olyan 1 rangid 3 X 3-as valds mdtriz van, amelynek minden eleme 0 vagy 17

Irjuk fel az f : R® = R3, f(v) = v x (1,0,2) linedris transzformdcié standard mdtrizdt! Adjuk
meg a magtérnek és a képtérnek egy-eqy bdzisdt!
Adjuk meg az f(x,y,z) = (y — z,x +y + 22,3x + 2y — z) linedris transzformdcio mdtrizdt a

B={(1,-1,1),(-1,2,3),(1,—1,-3) } bdzisban!



