Matematika M1 Gyakorlé feladatok Jordan-normalalakrél 2014 tavasz

. Melyik méatrixok diagonalizalhaték C folott a kovetkezsk koziil? Mi a Jordan-normalalakja azoknak,
amelyek nem diagonalizilhatok?
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. Hany olyan nem hasonlé6 komplex métrix van, amely kielégiti az alabbi feltételeket? Irjuk fel a
lehetséges méatrixok Jordan-féle normalalakjat!

a) k(z) = —a2°(z +1)%, m(z) = 2% +1);

b) k(x) = (z — 1)*z, és az 1-hez tartozé sajataltér 2-dimenzios.

. Szamitsuk ki az A = [g :?J matrix n-edik hatvanyat a diagonélis alak segitségével!
Megoldasok
1. Az A métrix karakterisztikus polinomja —z3 + 3% — 62 = —z(z — 3 — z#)(m -34 z#) A

diagonalizalhato, mert harom kiilonboz6 sajatértéke van.

B karakterisztikus polinomja —x3+ 3z —2 = —(x —1)?(z+2), tehat sajatértékei 1 és —2. Az 1-
hez tartozo sajataltér a (B —I)x = 0 egyenlet megoldastere, ami csak 1-dimenzios, tehat B Jordan-
normalalakjanak egy 1-blokkja (2 x 2-es) és egy —2-blokkja van, és igy B nem diagonalizalhato.

Mivel C' haromszogmaétrix, szamolas nélkiil is leolvashato, hogy sajatértékei az atlés elemei:
1,2,3 és 4. Mivel 4 kiilonb6z8 sajatértéke van a 4 x 4-es méatrixnak, C sziikségképpen diagona-
lizalhato.

D karakterisztikus polinomja 2%, tehat 0 az egyetlen sajatértéke, és D Jordan-normalalakja
csak 0-hoz tartozé Jordan-blokkokbdl all. D rangja 2, tehat a 0-hoz tartozé sajataltér 4 — 2 = 2
dimenziés, ezért D Jordan-alakjanak két Jordan-blokkja van. D? = 0, tehat a legnagyobb Jordan-
blokk 2 x 2-es, igy a Jordan-normalalak két [8 [1)} blokkbél all6 blokkdiagonalis matrix.

2. a) A karakterisztikus polinombol tudjuk, hogy a Jordan-normaélalak 0- és —1-blokkokbdl All,
az el6bbiek Osszmérete 5, az utébbiaké 2. A minimalpolinombdl kideriil, hogy a legnagyobb 0-
blokk mérete 3, a legnagyobb —1-blokké pedig 1. Tehat két lehetség van: a Jordan-normalalak
diagonalis blokkjai:
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b) A karakterisztikus polinom alapjan a métrix Jordan-normalalakjaban 1-blokkok és 0-blokkok
lehetnek, 0-blokkbol csak egy 1 x 1-es. Az 1-blokkok Gsszmeérete 4, és a sajataltér dimenzidja
alapjan az 1-blokkok szdma 2. Tehat két lehetdség van:
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3. |[A—2aI = 22 —2 -2 = (x — 2)(x + 1), igy A sajatértékei 2 és —1. A 2-hoz tar-

. . 1 .
tozd sajatvektorok a skalarszorosai, a —1-hez tartozok az [ ] skalarszorosai. Tehat a
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attérés-matrixszal P~1AP =



