
���������	� 
������������������� ������ �!"��#%$��

& �('*),+.-�)0/
H = {(1, 2,−1, 0), (1, 1, 1, 1), (0, 1,−2,−1), (0, 1, 2, 1) } ⊆ R

4 13254
v = (−1, 0, 1, 0) 6708�9;:<:=75>�?�@�45A�BDC )E+ 1GF�H +.-

v I )J/�/�)LK 7 /�M�) 7 〈H〉 7.:N@O2JP I )J/ 1Q254RF�7DS +�)J/ 1�7�TVU5A�B(C ),+ v W 4X4ZY ) 4) :\[^].:<:N?�@E]�4%].@_7 / 2 +`-aK`) Bb@,H.Pc:NS /�) ].P5S<4cB^H�C I S / ]edJSgfVUh7�B^2 / @EiI 8 ' S /j) ].P5Sk4h7 /ml5n�+o+e) @p: )J/�MZ) 7 H
K`) B�@,H�P5Fq7.:NCr7�Y�sutQ7 /�) CQ1 K ]`:=7�4X4ZYJA / BDBbS I ) :\[�: ) CL7ov.SkCr]`:NS<44ZY%].CRw lJn^+o+�) @x: )0/yK`) B�@,H�PJ@k1z2J4Q].:<:N?k@x45A�B ) :\[{7L@ W^IoI Sk@ ) Y ) BR:NS /�) ]`P5S<4GB^H.C I S / ]�dJSgfOUh7.B^2 / @,i|�)E+ H�:=Te]�4h}�~*�h�`���0���0�{� H � �`�\�L�`�_���0���Z�`�X�`���Z�h���q�Z� v1 � v2 � v3 � v4 ��� � x1v1 +x2v2 +x3v3 +

x4v4 = v
T �h�`���h���=�0�3���.���Z�����^�z�`�\�.�����`� Ax = v

T � � � �^� A �^���h�\�`���.�j�
v1 � v2 � v3 � v4

���J���Z�`�Z�`��^���h�=�`�����J���Z�`�;�`���.�����`� �






1 1 0 0 | −1
2 1 1 1 | 0

−1 1 −2 2 | 1
0 1 −1 1 | 0






7→







1 1 0 0 | −1
0 −1 1 1 | 2
0 2 −2 2 | 0
0 1 −1 1 | 0






7→







1 0 1 1 | 1
0 1 −1 −1 | −2
0 0 0 4 | 4
0 0 0 2 | 2






7→







1 0 1 0 | 0
0 1 −1 0 | −1
0 0 0 1 | 1
0 0 0 0 | 0






7→

� �����^�G�\�h�^���`�`� � �.�Z ¡�`�y�h�`���h���=�0���Z�0�������h�0�D�r�h�^�^�\���`�Z�q¢ x3 = t ���0�Z���h�^�=�h�^�h�{�`�`�= ^�(�"�%�`� �;£ �¤��Z¥`�����c�¦�Z�h��§q�.�`�=�(�h�`���h���\�J���Z�h�������0�0�m���`�Z�`�=�� ^�x¢ x4 = 1 � x2 = −1 + t £ � x1 = −t � �.�`�`�q�=�
v = −tv1 + (−1 + t)v2 + tv3 + v4

�Z�0�Z�"�h�^�\�h�^�0� t ∈ R ¨ �Z� �ª© ¥b���J�����h� £ �V� £ �����h� v ∈ 〈H〉 �� �Z�h��§q�.�`�=�«� £ ��¬0���^�«�`�\�.�{�^���h�\�`���`��\�0�`���h���0� v
′

1 � v′

2 � v′

3 � v′

4 £ � v
′ � � �����`� 〈v′

1,v
′

2,v
′

3,v
′

4〉 ¨���0�(���`�h�\�Z�.�G�`�=���`�k®Z�.�
v
′

1 � v′

2 £ � v
′

4 ¯ �`�0�`�D�`�Q�^���0�\�`���`� � �`�r�h�=���0�����h�°�r���0� £ �Z�h�`���0���0�m�.�`�����.��± �£ � v
′

3 = v
′

1 − v
′

2

�\�²�\�h�^���`�`� � �.�� ¡�³���.���Z���q�� ^� �´� �y�h�=�h�L�«���`���Rµq���0�\�0�Z�J�¶���h� �.�`�=���^�0�X�.�k®Z�.��L�h�{�`�·�^�"�h�\�`���`�¤��¥^�h¥`�����*�=�\���%�.�Z�=�«�`�.��¬h���^�\�.�Z�`�`�.� � �Z� � �.�c�`�¸�0�Z�h���0���¹���.���Z���¤�^�"�h�\�`���`���X���\���`�`¢_�
{v1,v2,v4 } = (1, 2,−1, 0), (1, 1, 1, 1), (0, 1, 2, 1) ���`�0�\�Z�.�;�`�=���`�k®Z� 〈H〉 ¨ ���.� ��£ � v3 = v1 − v2 ��`�%�`� (0, 1,−2,−1) = (1, 2,−1, 0)− (1, 1, 1, 1) �º �¤|�) : - S<Br: ) B^2,> ) Yb254 ) BR:NS /�) ].PJS<4h7�BL7LB W K`) @�B ) Yo[bB»B W Y n :,s{¼½:NS /�) ].PJS<4h7�B / 7�BL7�TVUJAeBrC )E+ 7�Cr].@pP5S\ve].@¾745@,7 / T�7`P�T I ]�YJS<4 I 7 / 6708¿7bY

R
2 45?<BR@ n BbP W Yb254 ) 7bY x = 2

),+.-�)0/�) 45P )XÀ
I 8¿7 2 × 2

M�) 4�Cr].@pP5S\veH�Ba@ ) PZ2 / 7r@xPZ7 / 4ZYO>�H / ].:=].4 ÀdV8¿7bY»7L: ) B^2,> ) Yo254Z1Á7.C ) : - C»S / T )J/
R

2
M I ) :NS K`) B�@,H�P5F�HoY·7LF�Hb4X4XY%].@�P )J/ T ) :NS ÀT08¿7rB^H / U5A + ].:=]�4

CR

M I )J/qÀ) 8¿7r45?kB α 4ZY W +.Ây) : l H.P + 7.@,]�4h7²7bY»H�PJS + fRB W P n : 6|�)E+ H�:=Te]�4h} ��±LÃG�h�Ä�\�\���h�.�Z�\� � �L�J���¾� 0
���0���Z�`���¾���h� � �`�`�%®Z� � �0�=�����h� ���±{~�\���%�.���\� � �L�J��� (A + B)T = AT + BT �j£ � (cA)T = cAT �Å� ���0���Z�`�"� £ �Å�"�X�`�����.���y���`�h�=�Z�

{E11, E12, E21, E22 } � � � �^� E11 =

[

1 0
0 0

]

� E12 =

[

0 1
0 0

]

� E21 =

[

0 0
1 0

]

£ � E22 =
[

0 0
0 1

]

��� ���X�`�����0���^���`���`� � �.�X�`���·�����`�h�\�"�h�\�h�r�0���h� E11 7→ E11 � E12 7→ E21 � E21 7→ E12

£ � E22 7→ E22 �Æ� �y�0�Z�0��� £ �����0���0�²�����`�Z���=���.�X�o���J���Z�`�X�`���� ^�;�.�.��®�§q�Ç�È���.�"�Z���q�`�%¢ A =






1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1





 �



���������	� 
��������������������� º ������ �!V��#%$��
� �`�"� £ ��� ¢	�h�`� M =

[

a b

c d

] ���.������� �����`�Z���\���.�X�%���0���Z�`�X� (a, b, c, d)T � �³� £ � £0£ ���0���\�

(a, c, b, d)T �_£ �²���<�h���Z� A �`�°�¦���.���Z��� � �`�L�h�����Z� A







a

b

c

d






=







a

c

b

d







�`� a, b, c, d �L�\�����h�

£ �"� £ � £ �Z� �¬�±{ÃG�h�Ä�=�\���%�.�Z�=� � ��� � | − 1 · (1, 0)| = |(−1, 0)| = 1 6= −1 · |(1, 0)| ���±
CR

�"�X�`�����.���È���`�h�=�Z� { 1, i } ��£ �a�h�`�¦�`�\�^�0���X�`�Á�`���.�����`���<�h���=��� x + yi ���^�r���\�J�����%�`� ��� ¨
�`�Z���=���.�X�%���0���Z�`�Z� [

x

y

]

�	� �=�e�`� A ���.�"�Z���q�`�ª���J�Z�h��
��q� � �`�L�h�=���Z� A

[

x

y

]

=

[

x

−y

]

� �h�«���0���\�
�`� A =

[

1 0
0 −1

]

� � �����^� ��¥o���0�����h�0�=�³�`�{�\� � � �^�`�³�D�=�0� £ ���0� £ �»�`�`�= `���`�	�=�\���%�.�Z�=� ¯ �L�0�"��h�`�²���.�"�Z���q���%�`���.�`�\ »���`�\�"�h�`�Z�%�`�"� £ �e�¾�`�.� � �.�k®�§q�²�L�0��± �q£ � � �^�`�²�a�"�X�`�����.���¤���.���������·�`� A���.�"�Z��� ���±{~�\���%�.���\� � �\�J� £ ���h� £ � � �r�0��� �`� �`���\�^ `� � �0�=�����h� � �`�`�� Ä�h�`�����0�.�`�^ ^�Z�`� � � �h�^�L�0�������`� ¨�\�`� ���.� � �.�k®�§q� � � �^�`� (1, 0) 7→ (cosα, sin α) �L£ � (0, 1) 7→ (− sin α, cosα) ��£ �³� � £ ¨���0� �����`�����\���.�X�%���0�����`�X�`�=�� ^��¥^���"�h�0�X�.� � �.�k®�§q� � �"�X�`�����.�Z� ���.���Z�����`�%¢ [

cos α − sin α

sin α cos α

]

�
¯ � �`� £ ��� £ ��� (x, y) � £ � £ �L�r�h�`�`�.� � �.�<®�§q����`�	�\� � � �¦���<�`�Z���.�X�`�"�r� ���^�r���=�J�	���%�`�L���=���^�� cos α + i sin α �"�%�`�L���`���`�`�= D���h�`�Z�h�`���Z�`� �.�`�\ ^�����k®�§q�¦�L�0��¢ (x + yi)(cosα + i sin α) =
x cos α − y sin α + i(x sin α + y cos α) � ±

� � ¼«TVU5A�BrC )E+ 7LB W K`) @xB ) Yo[L:NS /�) ].PJS<4Q: ) B^2,> ) Yo254 ) BrCr].@pP5S\ve].@;7{C )E+ 7�T�H�@x@ I ]bYJS<4 I 7 / 1ªS�:<: ) @ K^) I ]bYJS<4E>�].P MI 7 / }708
r 7→ r × (1, 2,−1) 7r45@,7 / Te7.P�T I ]�YJS<4 I 7 /qÀ

I 8¿7bY
x 7→ Ax

1z7.F�H�: A =

[

1 1
2 −3

] 1 B = {(1, 2), (1, 1) }
À

dV8 p(x) 7→ p′(x) 7¡: )E+Vl W : U ) IoI CL]�4%H%T l HbBbw K 7.:\fb4�>�H�:NS / H�C�HbBÈ@ ) PZ2 / 1(7¿45@,7 / T�7.PZT { 1, x, x2 }I ]bYJSk4 I 7 / 6|�)E+ H�:=Te]�4h} ��± (x, y, z) × (1, 2,−1) = (−y − 2z, x + z, 2x − y) � �Z� � �.�L�y���Z�`�������<�`�Z���`¬0�\ 
�"�Z�`�����.�Z�m���.���������





0 −1 −2
1 0 1
2 −1 0



 �
��± � �¦�.�"� £ � £ �¤���.���Z����� P =

[

1 1
2 1

]

� P−1 =

[

−1 1
2 −1

]

��£ �D�¡���.������� � B ���`�0�\�"���`�
P−1AP =

[

−7 −3
10 5

]

�
¬�± 1 7→ 0 � x 7→ 1 � x2 7→ 2x ��£ �G�a� £ ���0�(�����`�Z���\���.�Z�o���0���Z�`�X�·�Z�h���q�Z� (0, 0, 0)T � (1, 0, 0)T £ �

(0, 2, 0)T � �`�r�=���^� �R���.���Z���




0 1 0
0 0 2
0 0 0



 �

� ��� Y%]`C»?k@x45AeBcBbS*7bY f : R
3 → R

4 1 f : x 7→ Ax
: ) B^2,> ) Yo254zP�7 /�+ Uh].@�1Fq7 A =







1 1 −2
1 0 1
2 1 −1

−1 0 −1






6 tQ] /�-

T.SkC )J/ YJSgf�4 f B�2,>�@ ) P ) 2J4cCr7 + @ ) P ) sr¼«TVU5A�BRC ),+ 7aB^2O>�@,20P /�) B{254Q7LCL7 + @O2JP /�) B )E+.-.M�)E+.- I ]bY0S<4h].@,i



���������	� 
��������������������� � ������ �!V��#%$��
|�)E+ H�:=Te]�4h}��G�^�0�h§q�(�a���.���������`� �Z�h��§q�.�`�=�«� £ ��¬0���^�«�`�\�.���X���







1 1 −2
1 0 1
2 1 −1

−1 0 −1






7→







1 1 −2
0 −1 3
0 −1 3
0 1 −3






7→







1 0 1
0 1 −3
0 0 0
0 0 0







� �����^�L���.�¦�=�h�^�=�.�`� � �.�Z  � � �^�`� � �L�.���Z��� �X�`���0®Z� ¯ �`�%�`� � � £ ��� £ �È���\�L�0���h�\ b®Z��± 2 � �r�0���³�� £ ��¬h���^�m�`���.�����`�Ç� £ �D���h�L�e§��\�\�¡���`�m�.�`� � �¿���`�`� £ �²�X�`���0®Z�	���h���=�¶�¿���\�L�0���h�\ `� £ �Z�h�c�`���.��®Z�`�
3 − 2 = 1 �Ä� ���h��§q�`�`���D� £ ��¬h���^�m�`���.� ���h� £ �Z�0�`���h���h�¸�`���h�\�"�¿� £ �m�^���0�\�`�����`� �.�`�����.� � �h� £ �"��`� A ���.���Z���³�^���h�=�`���Z�0� £ ���0� ¯ �`�%�`�(���\�0� £ ���h� £ �a� £ ���Z�J� £ ���0��±Q���`�h�=�Z�.���`�����`�k®Z� �`�(�h�\�"� � £ �r�^� ¨�h�=�`� ¢ {(1, 1, 2,−1), (1, 0, 1, 0) } � �¶�L�`�`� £ �m���h���\� �`� Ax = 0 � �^�L�^� £ � �h�`���h���\�J���Z�h�������0�0�
�L�h�^�^�=���`�"�Z�0��� � �`�L�h���	�0�`���h���\�0�"�Z�h�������h�J�Z���0� � �Z�0��§q�`�`����� £ ��¬h���^�{�`�\�.�%®Z�







1 0 1 | 0
0 1 −3 | 0
0 0 0 | 0
0 0 0 | 0





 �

� �����J�¤�R�L�h�^�^�=���`�Z�
x =





−t

3t

t



 = t ·





−1
3
1



 ��� � � �.�;�a���`�`� £ �_���`�0�\�Z� {(−1, 3, 1) } �


