Matematika M1 gyakorlat — 1. feladatsor
Megoldasok

Egy medencét két csapon at lehet megtolteni vizzel. Az A esemény jelentse azt, hogy az elsg,
a B esemény azt, hogy a masodik csapon &t folyik viz. Fejezziik ki A-val, ill. B-vel az alabbi
eseményeket:

a) Legfeljebb egy csapon folyik viz;
b) Legalabb egy csapon folyik viz.

Mit jelent az alabbi esemény?
¢) (A—=B)+(B—A), aholis A— B:= AB.
Megoldds. Az elemi események halmaza az alabbi:
Q = {1. folyik és 2. nem, 2. folyik és 1. nem, 1. folyik és 2. folyik, 1. nem folyik és 2. sem folyik},
amely eseményeket rendre A-val, ill. B-vel kifejezve az eseménytér
Q—{A-B,B-4,A.B, A.B).
Ez alapjan az egyes események:
a) A-B+B-A+A-B=AB b)A-B+B-A+A-B=A+B.

A ¢) feladatban az (A — B) + (B — A) = AB + BA eseményt szavakkal tgy fogalmazhatjuk meg,
hogy ,az 1. csapon folyik és a 2. csapon nem” VAGY ,, A 2. csapon folyik viz és az 1. csapon
nem”, vagyis ez éppen azt jelenti, hogy ,,Pontosan egy csapon folyik viz”.

Egy pénzérmével 6tszor dobunk, és csak azt figyeljiik, hogy hany kozottiik a ,fej”. Mik az elemi
események és mik a megfelel§ valoszintiségek?

Megoldas. A kisérlet lehetséges kimenetelei a dobott fejek szdma, vagyis
0 =1{0,1,2,3,4,5}.

A megfelel valoszintiségek meghatarozasahoz hasznéljuk a klasszikus valészintiségi mez6 mod-
elljét, azaz
#{kedvezs kimenetelek }

#{06sszes kimenetel }

P(,kedvezs esemény”) =

Az 6t érmedobas eredményét tekinthetjitk egy 6t hossza, {F,I}-elemekbdl képzett vektornak,
és mindegyik eredményvektornak ugyanannyi a valészintisége. (Ebben az esetben a dobasok
sorrendjére is tekintettel vagyunk.) Az Osszes lehetséges 6t hosszit F/I-vektor szama 2°, hiszen
mind az 5 koordindta egyméstol fiiggetleniil 2-féle lehet. Azoknak a kimeneteleknek a szama,
amikor ¢ db fejet dobtunk, megegyezik azzal, ahanyféleképpen az ¢ db F-et el tudjuk helyezni az
egy dobast reprezentald vektor 5 koordinatajan. Azaz ahanyféleképpen ki tudunk véalasztani 5
db helybdl ¢ db-ot. Tehét .

()

P(i (db fejet” dobtunk)) = .

(Pt. 32/33) Egy kockaval 6tszor dobunk. Mennyi a valészintisége annak, hogy

a) legaldbb egyszer hatost dobunk?

=3

ot kiilonb6z6 szamot dobunk?

az elsé dobés hatos, a tobbi nem?

e}

)
)
)
)

Q.

pontosan harom dobas eredménye megegyezik?

Megoldds. Az 6t kockadobés eredményére most is gondolhatunk gy mint egy 6t hosszu vektorra,
melynek koordinatéi az egyes dobésok eredményei, azaz az 1,2,...,6 szdmok valamelyike.



a) P(#6>1)=7
Egyszertibb a komplementer esemény val6szintiségh6l meghatarozni, hiszen tudjuk, hogy

P(#6 > 1) =1 —P(#6 > 1).

_— 1
P#6>1)=P(#6=0)= = — P(#ﬁzl):l—@.
b) P(6t kiilonbozs) = 7
Szamoljuk le, hogy hanyféle dobéssorozat esetén lesz az 6t dobas kiillonbozs! Az els§ dobasra
még nincs megkdtés, ez 6-féle lehet. A méasodik dobas mar nem egyezhet meg az els6
dobéssal, ezért ez mar csak 5-féle lehet. A harmadik dobas nem egyezhet meg sem az elsé,
sem a méasodik dobas eredményével, ezért ez méar csak 4-féle lehet, és igy tovabb. A kedvezd
esetek szama ebbdl adoddan 6-5-4-3-2. Az Gsszes lehetséges dobassorozat szdma tovabbra
is 6°. A keresett valoszintiség:
6-5-4-3-2
P(6t kiilonb6z6) = ————.
6o
c) P(1.,6” & tébbi nem) = 7
Ismét konnyen leszamolhatjuk a kedvezs dobasokat. Az els dobéas eredménye kotott, csak
egy féle lehet. A t6bbi 4 dobas azonban, egymaéstol fiiggetleniil 5-5-féle lehet, hiszen 6-os

méar nem lehet. Ezért
1-5%

P(1. ,6” & t6bbi nem) = &

d) P(pontosan 3 dobas azonos) = 7

A kedvezs események leszamlalasakor 3 dolgot kell figyelembevenniink:

- melyik érték jelenik meg pontosan hiromszor,

- hényadik dobéasokra kaptuk ezeket az értékeket és

- héanyféle lehet a maradéek két érték!.
Az 1,2,...,6 értékek barmelyike lehet az, amelyik 3-szor jelenik meg, tehéat ez 6-féle lehet.
Hogy leszamoljuk a 3 azonos dobéas lehetséges pozicidinak szamat az 6t hosszi vektorban,
azt kell meghataroznunk, hogy hanyféleképpen tudunk kivalasztani 3 koordinatat az adott
5 koordinatdbol, amelyekre az azonosak keriilnek. Ez a szam (g) A maradék két dobés
mar nem egyezhet meg a 3 azonossal és egymassal sem, ezért az egyikiik lehet 5-féle, mig
masikuk 4-féle. A keresett valdszintiség

6-(3)-5-4
6° '

4. Egy csomag magyar kiartydbol egyesével kihtizunk 8-at. Mi a valdszintisége, hogy a kihuzottak
kozott lesz két zold, ha

P(pontosan 3 dobas azonos) =

a) a kihazott lapokat mindig visszakeverjiik,

b) a kihuzott lapokat nem keverjiik vissza?

Megoldas. Mindkét esetben — a leszamlalasok meghatarozasihoz — egyszertibb a komplementer
esemény valOszintiségét megkeresni. Az els§ esetben gondolhatunk a kihuzott 8 kartyara ugy,
mint egy 8 hosszti vektor, amelynek elemei rendre a kihtzott kartydk a kihuzés sorrendjének
figyelembevételével. Ekkor

P(#Z>2)=1-P(#Z2>2)=1-P(#Z =0vagy #Z =1) =1— (P(#Z =0)+P(#Z = 1)),

ahol hasznaltuk, hogy a ,z0ldek szama 1”7 és a ,z0ldek szdma 07 egymést kizaré események, ezért
a két esemény osszegének valoszintisége a két esemény valoszintiségének Osszege. A két esemény
val6szintisége
8 C(8Y o7
24 8- (7)-24

P(#Z=0) = o, il PHZ =1) = — 17—,

! A ,pontosan harom egyforma” most gy értends, hogy a maradék két dobas értéke se legyen azonos. Ha megengedjiik,
hogy ezek lehessenek azonosak, akkor a két maradék dobas Osszes lehetséges értékének szama 5 - 5.




hiszen, ha 0 zoldet huztunk, akkor a 8 hizas mindegyikét egymastdl fiiggetleniil a 24 darab
nem z6ld lapbdl tettiik; mig az 1 zdldet hizhattuk a 8 huzds barmelyikére, és a zold lapot a 8
darab zold kartya koziil (f) féleképpen valaszthattuk, a maradék 7 helyre tetsz6leges 24 nem zo5ld
érkezhetett. Vagyis a keresett valdszintiség

A mésodik esetben, ha nem visszatevéssel hizunk gondolhatunk egy kisérlet eredményére ugy
mintha a 32 kartyalapbol egyszerre vettiink volna ki 8 kartyat (a hiuzasok sorrendjétsl eltekintve!).
Ezzel az Osszes lehetséges huzis szama (382). Azoknak a huzésoknak a szama, amikor 0 darab
zoldet hazunk (284), hiszen azt szamoljuk, hanyféleképpen hizhattunk 8 lapot a 24 darab nem

zoldbél. Az 1 zoldet tartalmazd hiazasok szama pedig (213) . (274 ), hiszen az 1 zoldet a 8 darab
z6ldbél, a 7 darab nem zdldet a 24 darab nem z6ldbél ennyiféleképp huzhattuk ki. A keresett
val6szintség igy

24 8\ (24

bz 1 ()06

(5) (%)
Tegyiik fel hogy az A és B események fiiggetlenek. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az A és B
események is fiiggetlenek.

Megoldds. A definici6 szerint A és B események fliggetlenek, ha P(A - B) = P(A) - P(B). Tehat
azt kell beldtnunk, hogy P(A - B) = P(A) - P(B).

P(A) - P(B) = P(A) - (1 — P(B)) = P(A) — P(A)P(B) = P(A) —~P(A-B) = ...,

ahol az utols6 egyenlGségnél a feladat feltételét (miszerint A és B fiiggetlenek) hasznaltuk. A
teljes valoszintiség tételének egy alakja azt mondja, hogy P(A) = P(A - B) +P(A - B). Ezzel az
el6z6 egyenlGséglancot folytatva

...=P(A-B)+P(A-B)-P(A-B)=P(A-B).
Az egyenldséglanc két végét dsszevetve latjuk, hogy A és B fiiggetlenek.
Egy kockaval kétszer dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy a dobott szdmok Gsszege

a) hét, feltéve, hogy az Osszeg paratlan,
b) hat, feltéve, hogy van kozottiik paratlan?

Megoldds. Jelolje S a két dobéas osszegét! Az a) feladatban a kérdés tehéat az, hogy mennyi a
P(S =7 | S paratlan) valoszintiség. A feltételes valoszintiség definicioja szerint
P(S =7 & S paratlan) P(S=7)

]P) == 3 tl = —
(§=T715 paratlan) P(S paratlan) P(S paratlan)’

ugyanis az ,,S = 7 & S péaratlan” esemény megegyezik a S = 7 eseménnyel. Ennek valoszintiségét
megkaphatjuk a 7 Osszeg, ill. 6sszes dobdsok szamanak hianyadosaként. Ha a két dobés sorrend-
jére tekintettel vagyunk (csak gy lesznek azonos valoszintiségiiek az elemi események!), az 6sszes
lehetséges kimenetel szama 6 - 6 = 36, a 7 Osszegii dobasok szama pedig #{(1,6), (2,5),(3,4),
(4,3),(5,2),(6,1)} = 6. Hasonloan egyszerd leszamlalni a paratlan Osszegti dobasok szamét,
amely 18. Fzzel

6
) 2 1
P(S =7 | S pératlan) = % =3
A b) kérdésben megint irjuk fel a feltételes valoszintiség definiciojat

P(S = 6 & van paratlan)
P(van paratlan)

P(S = 6 | van paratlan) =



Szamoljuk ki a szamlaloban, illetve a nevez&ben 4ll6 valoszintiségeket! A nevezében ismét célsz-
ertibb a komplementer eseménybdl kiindulni. Az olyan dobasok szama, amelyben nincs paratlan
dobas 3 - 3, hiszen mind az els§, mind a méasodik dobas a 3 péaros érték valamelyike. Igy a
nevezében talalhaté valoszintiség P(van paratlan) = 1 —9/36 = 3/4. Az olyan dobésok széma,
melyekben van paratlan és a dobott 6sszeg 6 éppen #{(1,5),(3,3),(5,1)} = 3. Igy a keresett
val6szintiség

P(S = 6 & van paratlan) 5 1
P(van pératlan) ?

(Pt. 32/109) Valakit keresiink az egyetemen. A keresett személy ugyanakkora valoszintiséggel

lehet 6t adott terem valamelyikében. Annak a valoszintisége, hogy egyéltalan az egyetemen van,

%. Mar négy teremben megnéztiik, és nem talaltuk. Mennyi a valésziniisége, hogy az 6todikben

megtaldljuk?

Megoldas. Legyen A; az az esemény, hogy a keresett személy az i. teremben van, F pedig az
az esemény, hogy az illet§ az egyetemen tartozkodik. Ekkor azt tudjuk, hogy P(4; | E) = 1/5

minden i = 1,2,...,5 esetén. A keresett valoszintiség pedig P(As | Ay - Ag- Az - Ay). A feltételes
valészintiség definicidja alapjan

- - - - P(Ag; & /Il : /IQ . Ag . /Ll) P(Ag,)
P(A5 | Ay - Ay - Ag- Ay) = - = = "9
(s | AL~z A3 Au) P(A, - Ay - A3 - Ay) P(A, - Ay - A3 - Ay)’
mert az As és az As - Ay - Ay - A3 - Ay események megegyeznek. Szamitsuk ki P(As) = P(A;)
valoszintiséget!
1_ _ P4 - E)  P(A)

amibol P(4;) = 2/15. Igy a keresett valoszintiség

P(A5) B P(A5) B i 2

P(A; - Ay Az Ay)  1—P(A1 + Ay + Az + Ay) _1_(%+%+%+%) T

Egy iizemben egy bizonyos alkatrész gyartasaval négy gép foglalkozik. Az els6 naponta 250
alkatrészt gyart, a masodik 320-at, a harmadik 200-at, a negyedik 270-et. Az egyes gépeknél
a selejtarany rendre 2%, 4%, 3%, 5%. A kész alkatrészeket egy helyen gytjtik. A gépek napi
termelésébdl kivesziink egy alkatrészt.

a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy a kivilasztott alkatrész jo?
b) Az alkatrészt jonak talaljuk. Mennyi a valoszintisége, hogy a negyedik gép gyartotta?
Megoldds. Az a) kérdést a teljes valosziniiség tételének segitségével valaszolhatjuk meg. Legyen

J az az esemény, hogy a kihuzott csavar jo, és G; az az esemény, hogy a huzott csavart az i. gép
gyartotta (i =1,...,4).

4
P(J) = ZP(J | Gi) - P(Gi).
i=1

Az egyes P(J | G;) valoszintiségeket leolvashatjuk a selejtardnyokbol, a P(G;) valoszintségeket
pedig a gyértott csavarok aranyabol. Tehét
250 320 200 270

P(J)=(1-0,02)- — +(1-0,04) - —— +(1—-0,03) - ——= + (1 = 0,05) - —— ~ 0,964.
(1) =( ’ )1040+( ’ )1040+( ’ )1040+( ’ )1040 ’

A b) kérdés megvalaszolasahoz pedig hasznélhatjuk a Bayes-tétel, mely szerint

270
J1G) P(Gy) _ 095 i o oo
P(J) 0, 964

PGy | J) = X



10.*

(Pt. 32/119) Egy egyszertisitett betegségfelismerési vizsgalat p; = 0.95 valoszintséggel mutatja
ki a betegséget azoknal, akiknek van, de po = 0.01 valoszintiséggel pozitiv eredményt mutat
azoknal is, akik egészségesek. Becslések szerint a lakossag 4%-a szenved az adott betegségben.
Mennyi a valdészintisége annak, hogy valaki

a) tényleg egészséges, ha a vizsgalat annak mutatta?
b) tényleg beteg, ha a vizsgdlat annak mutatta?
Megoldds. Jelolje E azt az eseményt, hogy egy véletleniil kivilasztott ember egészséges, hasonléan

B azt, hogy az illet6 beteg. Legyen ,,+” az az esemény, hogy egy véletleniil kivalasztott ember
tesztje pozitiv, hasonléan — azt, hogy az illet§ tesztje negativ lett.

a) a keresett P(E | —) valoszintiség a Bayes-tétel alapjan

b)) _FCIE)VPE) (PG B)-(1-FB)
B() 1~ (B(+ | B) B(B) 1 P(1 | E) - P(E))
P(+) T.V.T.

B (1—0,01)(1 —0,04)
~1-1(0,95-0,04 40,01 -0,96)

=~ 0, 998.

b) a keresett P(B | 4) valosziniiség a Bayes-tétel alapjan

P(+ | B)-P(B) 0,95 - 0,04
P(+) ©0,95-0,04+0,01-0,96

P(B|+) = ~ 0, 798.

Egy rab egy napon két dobozt és 50 piros, illetve 50 fekete golyot kap. A feladata elosztani a
kapott 100 golydt a két doboz kézott. Eztuan az 6r a két doboz valamelyikébdl véletlenszertien
kihuz egy golyot. Ha a hiizott golyd piros, a rab szabadon tavozhat, ha azonban fekete, a rabot
masnap kivégzik. Hogyan ossza szét a rab a golydkat, hogy a kiszabadulasanak valdszintisége
maximalis legyen?

Megoldas. Jelolje P azt az eseményt, hogy az 6r piros, F' pedig azt, hogy az 6r fekete golydt hiiz.
Tovabbé legyen D az az esemény, hogy az 6r az 1. dobozbdl, Dy az az esemény, hogy az 6r a 2.
dobozbol hiz. A cél maximalizélni a P(P) valoszintiséget. Ez a valoszintiség a teljes valosziniiség
tétele alapjan

P(P)=P(P | Dy)-P(Dy)+P(P | Dy)-P(D3) =0,5-P(P | D1)+0,5-P(P | Ds).

Vegyiik észre, hogy P(P | Dy) < 0.5 vagy P(P | Dy) < 0.5, mert valamelyik dobozba biztosan
keriil legalabb annyi fekete, mint piros. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ez
az els6 doboz. Ekkor
0,5-P(P | D1)+0,5-P(P | Dy) <0,75.
N—— N——

<0,5 <1

Ehhez kozeli valészintiséget el is érhet a rab, ha az egyik dobozba 1 darab piros golydt tesz, a
méasodik dobozba pedig az 6sszes tébbit. Ekkor
49
P(P)=0,5- 9 +0,5-1=~0,7475.
Belathatd, hogy ennél jobb elrendezés nincs is. Ha ugyanis mindkét dobozban ugyanannyi piros
és fekete goly6 van, akkor P(P) =0,5-0,540,5-0,5 = 0,5. Maskiilonben valamelyik dobozban
tobb a fekete golyd, mint a piros, és feltehetjiik, hogy ez az els§ doboz. Ha ebben k piros van és

k k
¢ >k +1 fekete, akkor 2k +1 < k + ¢ < 100 miatt k < 49, és P(P|D;) = < =
) 1 49 49 k474 2k +1

< = — mig P(P|Dy) <1, ésigy P(P) <0,5-—+0,5-1.
2_}_%—2_}_4_19 997m1g ( ‘ 2)— 7eSlgy ()— Y 99+7




