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. Legyen H ={(1,2,-1,0),(1,1,1,1),(0,1,—-2,-1),(0,1,2,1) } C R?*, ésv = (—=1,0,1,0).

a) Allapitsuk meg, hogy v benne van-e a (H) altérben, és ha igen, adjuk meg v 0sszes
elddllitasdt a négy vektor linedris kombindcicjaként!

b) Linedrisan figgetlen-e a H wvektorhalmaz? Ha nem, vdilasszunk ki beldle mazimdlis
szamai fliggetlen vektort, és dllitsuk eld a tobbit ezek linedris kombindcidjaként!

Megoldas: Legyenek a H halmaz vektorai rendre vy, vo, v3, v4. Az x1V] +xoVy +23V3 +
x4vs = v! egyenlet matrixos alakban Ax = v’ ahol A oszlopai a v1, va, V3, v4 vektorok
oszlopvektor alakban.

11 00 | —1 1 1 00 | -1
21 11| of o -1 11] 2
~1 1 -2 2 | 1 0 2 -2 2| o0
01 -1 11] 0 0 1 -1 1] 0
10 1 1 1 10 101 o0
01 -1 -1 | -2/ 01 10 | -1}
00 0 4| 4 00 01 ] 1
00 0 2| 2 00 00 ] 0

Ebbdl leolvashato az egyenletrendszer megoldasa. Azok az ismeretlenek, amelyeknek az
oszlopaban nincs vezéregyes, szabad valtozok, tetszGleges értéket vehetnek fol: z3 = ¢t
tetszGleges valds szdm, és a tobbi a redukalt egyenletrendszer soraibol: x4 = 1, o9 = —1+t
és v1 = —t, vagyis v = —tvy + (—1+t)ve +tvs + vy tetszbleges t € R-re. Kovetkezésképpen
v e (H).

A redukalt 1épcsds alak oszlopai legyenek vi, vh, vi, v} és v/. Ekkor (vi, v}, vi, v))-
nek bazisat alkotjak vi, v és v} (azok az oszlopok, amelyekben a vezéregyesek van-
nak), és v = v} — v} is leolvashatdo a matrixbol (a vj§ koordinatai adjak meg a
vy, vh, v egyiitthatoit). Az elemi sormiiveletek nem valtoztatjak meg az oszlopok
k6zotti linearis kapcsolatokat, tehat az eredeti matrix oszlopaira igaz: a {vi,va, vy} =
(1,2,-1,0),(1,1,1,1),(0,1,2,1) bazisat alkotja (H)-nak, és vs = v — vy, azaz
(0,1,-2,—1) = (1,2,—1,0) — (1,1, 1,1).

. Melyek invertdlhatok az aldbbi mdtrixok kozil? Amelyik invertdlhato, annak adjuk meg az
inverzét!

11 -1 1 0 1
A:{é ? ﬂ B:[i ?,] C=10 0 1 D=2 1 -1
0 0 2 0 2 -5

Megoldds: A nem invertalhatd, mert nem négyzetes, C' pedig azért nem invertalhato, mert
a soral, illetve az oszlopai — jol lathatéan — nem linearisan fiiggetlenek. A B invertalasa:

1 2 ] 10 1 2 | 1 0 1 0 | 3 =2

1 3 | 01 o1 | -1 1 0o 1 | -1 11’
. _ 3 -2
igy B~1 = {_1 1].
A D invertilasa:

1 0 1 ] 1 00 1 0 1| 1 0 0

21 -1 ] 010|—~|01 =3 ] =21 0|

0 2 -5 | 0 0 1 0 2 =5 | 0 0 1
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10 1 | 1 0 0 100 | -3 2 -1
o1 -3 | -2 1 0|~]|010] 10 =5 3},
00 1 | 4 -21 001 | 4 -2 1
-3 2 -1
fgy D"'=|10 -5 3
4 =2 1
. Legyen B = (1,2,0),(0,1,2), (1, —1,—5) egy bdzis R*-ben.
1
a) Melyik az a v € R® vektor, amelyre [v]g = | =1 | ?
1
b) Hatdrozzuk meg a v = (2,2, —3) vektor koordindtavektordt a B bazisban!
10 1
Megoldds: A standard bazisbol a B-be valo attérés métrixa P= [2 1 —1| éppen az
0 2 =5

el6z6 feladat D matrixa (az 0j baziselemek régi bazisbeli koordinatavektorai alkotjak az
oszlopait.

2
a) [v]ls = P[v]g = 1], vagyis v=(2,1,-7)
-7
-3 2 -1 2 1
b) [vlg = P Yvls = | 10 =5 3] - 2| = [1|. Konnyii ellendrizni, hogy v
4 =2 1 -3 1

valoban a harom 1j bazisvektor Osszege.

. Szamitsuk ki az f : R® — R*, f: x — Ax leképezés Ker f = {x | Ax = 0} magterének,

1 1 -
ésIm f = { Ax | x € R®} képterének egy-eqy bdzisdt, ha A = ; ? 1 Mennyi a
-1 0 -1
leképezés rangja?
Megoldds: Hozzuk a métrixot redukalt lépcsds alakral
1 1 -2 1 1 -2 1 0 1
1 0 1 . 0 -1 3 o 0 1 -3
2 1 -1 0 -1 3 0 0 0
-1 0 -1 0o 1 -3 00 O

Ebbgl mar leolvashatd, hogy a matrix rangja (azaz a képtér dimenzidja) 2, mert a
lépcsds alakban két nemnulla sor van, a magtér dimenzioja pedig a dimenzidtétel alapjan
3 —2 = 1. A redukalt 1épcsGs alak vezéregyesei az elsé két oszlopban vannak, ezért az
A matrix oszlopterének (azaz a leképezés képterének) bazisat alkotja az els§ két osz-
lop: {(1,1,2,—1),(1,0,1,0) }, a magtér pedig az Ax = 0 homogén egyenletrendszer
1 0 1 | 0
megoldéstere, amely egyenletrendszernek a redukalt lépcsés alakja 0 0 _g I 8
00 0|0
—t -1
Ennek a megolddsax = | 3t | =¢- | 3 |. Tehat a magtér bazisa {(—1,3,1) }.
t 1
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5. Melyik leképezések linedrisak a kévetkezdk kézil? A linedrisaknak adjuk meg a mdtrizdt a
standard bazisban.

a) az R? sik tikrozése az © = 2 egyenesre;

b) a2 x 2-es mdtrizok terén a transzpondlds;

¢) az a leképezés, amely minden R2-beli vektorhoz a hosszdt rendeli;
d) a konjugdlds Cp -ben;

e) a sik o sz0gi elforgatdsa az origo koril.

Megoldds:  a) Nem lineéaris, mert a 0 vektort nem hagyja helyben.

b)

Linearis, mert (A + B)T = AT + BT, és (cA)T = cAT. A vektortér standard bazisa

1 0 0 1 0 0f,
{E11,E12,E21,E22}, ahol F; = [0 0]7 Eiy = { ]7 Ey = L 0} és Eoy =

[8 (1)} A transzponéilas hatasa a baziselemeken E11 +— Eq1, E1o +— Eo1, Fo1 — E19

és Foo +— FEoy. Az eredmények koordinatavektoraibol kapjuk a méatrixot:

A:

O = OO

0
1
0
0

o O O
iHOOO

Mésképp: egy

= {CCL 2] matrix koordinatavektora (a, b, c, d)T, a képéé pedig

(a,c,b,d)T, és a fenti A az a matrix, amelyre A az a,b,c,d minden

QO o
Q. o0 2

értékeére.
Nem linearis, pl. | —1-(1,0)] = |(—=1,0)| =1 # —1-|(1,0)|.
Cg standard bézisa {1,i}, és egy algebrai alakban felirt x + yi komplex szdm ko-

ordinatavektora {;ﬂ . Olyan A matrixot keresiink, amelyre A {i} = [_z] , ez pedig

1 0
0 -1
egy méatrixszal valo balszorzasként kaphatjuk meg), és hogy a standard matrixa az A
matrix.

Linearis a leképezés, mert az origot helybenhagyd egybevigosidg. Geometriai-
lag lathatjuk, hogy (1,0) — (cosa,sina), és (0,1) — (—sina,cosa), és a ké-

cosa —sina

sin « coS & } )
(Egyébként (z,y) képét megkaphatjuk tgy is, ha a forgatast a komplex szamsikon
a cos + isina szammal valo szorzéassal valositjuk meg: (x + yi)(cosa + isina) =
xcosa — ysina + i(zsina + ycosa).)

az A = [ } Ebbdl kivetkezik az is, hogy a leképezés valoban linearis (mert

pek koordinatavektoraibol Osszerakhatjuk a standard matrixot:



