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1. Adjuk meqg a kévetkezd linedris transzformdcick mdtrizdt a megadott bazisban:
a) v —r x(1,2,-1) a standard bdzisban;

1

b) azx— Ax, ahol A= {2 _zl))], B={(1,2),(1,1) };

c) p(x) — p'(z) a legfiljebb mdsodfoki valds polinomok terén, a standard {1,z,z*}

bazisban;

Megoldds:  a) (x,y,2) x (1,2,-1) = (—y — 2z, + z,2x — y), tehat a transzforméacié

b)

c)

0 —1 -2
standard matrixa | 1 0 1
2 -1 0
s o 11 1 -1 1] o (-
Az Attérés matrixa P = 9 1], P~ = 9 1| %2 matrix a B bazisban
1 | =7 =3
poar=[ 3]
10, 1, 22— 2z, és a képek koordinatavektora rendre (0,0,0)T, (1,0,0)7 és
0 1 0
(0,2,0)”, amibél a matrix [0 0 2
0 0 O

2. A mdtriz felirisa nélkil dllapitsuk meg, mik a (valds) sajdtértékei és sajdtvektorai a ko-
vetkezd linedris transzformdcidknak. Hdny dimenzidsak a sajdtalterek? Diagonalizdlhato-e
a transzformdcio?

a) R3 tikrézése az (1,2,2) vektorra merdleges, az origén dtmend sikra;
b) R? 90°-0s elforgatdsa az x tengely kéril;

c) R? merdleges vetitése az y = 2x egyenesre;

d) az (1,0,2) vektorral vald vektoridlis szorzds R*-ben;

e) a transzpondlds a 2 X 2-es valds mdtrizok terén.

Megoldds: Konnyen beldthatd, hogy a kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
fiiggetlenek egymastol, igy akkor és csak akkor diagonalizdlhaté egy matrix, ha a
sajataltereinek dimenziotsszege egyenl$ a vektortér dimenziojaval (s6t, elég ellendrizni,
hogy legalabb akkora az 6sszeg, mint a vektortér dimenzioja). A megoldasokban jeloljiik
Vy-val a X sajatvektorhoz tartozo sajatalteret.

a)

A normélvektor, (1,2,2), és ennek skalarszorosai A = —1-hez tartoz6 sajatvektorok,
a stk nem nulla vektorai pedig A = 1-hez tartozok. Mas sajatvektora nincs a tran-
szformécionak: a tobbi nem nulla vektor képe nem parhuzamos az eredeti vektorral.
dimV_; +dimV; =1+ 2 = 3, tehat a transzformaci6 diagonalizalhato.

Csak az z tengellyel parhuzamos nem nulla vektorok sajatvektorok (1 sajatértékkel).
dim V; =1 < 3, a transzformacié nem diagonalizalhato.

Az egyenessel parhuzamos nem nulla vektorok ((1,2) nem nulla skalarszorosail) az
1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok, az egyenesre merdlegesek ((—2,1) nem nulla
skalarszorosai) 0-hoz tartozo sajatvektorok. dimV; +dimVy = 1+ 1 = 2, igy a
transzformécié diagonalizalhato.

Csak az (1,0,2) vektor nem nulla skalarszorosai lesznek sajatvektorok, a hozzajuk
tartozo sajatérték 0. dim Vp = 1 < 3, igy a transzforméacié nem diagonalizilhato.

A transzponalas a diagonélis elemeket helyben hagyja, tehat ha van az atléoban nem
0 elem, akkor a sajatérték csak 1 lehet, és az ehhez tartozé matrixok a szimmetrikus
matrixok (AT = A). Ha minden diagonilis elem 0, akkor van olyan i # j, hogy
aij # 0, és a;; = Aaj;, aj; = Aa;;, amibdl A2 =1, és ez az el6z6n kiviil a A = —1 esetet
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adja, amelyhez tartozo sajatvektorok a ferdén szimmetrikus matrixok (AT = —A).
dimV; +dimV_; = 3+ 1 = 4, tehat a transzformécio diagonalizalhato.

. Keressiik meg az aldbbi mdtrizok dsszes (komplex) sajitértékét és sajatvektordt! Irjuk le az
x — Cx leképezés hatdsdt R®-ben!

0 1 4 -4 1 3 1 -3
A:[l o] B=| 1 -1 0 C=|01 0
2 4 1 2 1 -2

Megoldds: |A — M| = \? + 1, a sajatértékek +i, a sajatvektorok ¢ - [ﬂ , illetve ¢ - [_d

(t # 0). Ez a leképezés az i vektort j-be, a j vektort pedig —i-be viszi, tehat ez a 90°-
os forgatas R%-en. Ennek a valos sikon nincs sajatvektora, de mint lattuk C? — C2

leképezésként van.
|B— M| =—-X+4)2 -5\ +2 = —(\—1)%2(\ - 2), a sajatértékek 1 és 2, a sajatvektorok

-2 -3
t-|=1],illetvet- | =11 (t#0).
2 2
—1
|IC = M| =(1-X(A%=X)=—(A—1))\ a X = 1-hez tartozo sajatvektorok s- | 2| +
0
3
t- 10| # 0 (vagyis az 1-hez tartozo sajataltér kétdimenzids), a A = 0-hoz tartozok
2
1
pedig t- | 0| (¢t #0). A leképezés a (—1,2,0) és (3,0,2) vektorok altal kifeszitett sikot
1

pontonként helyben hagyja, az (1,0, 1) vektort pedig 0-ba viszi. Ugyanezt csinalja az R3-
nek az (1,0, 1)-gyel parhuzamos iranya vetitése a sikra. Mivel egy bézis vektorain valo
hatas mar meghatarozza a leképezést, az x — Cx transzforméacié megegyezik az el6bb
emlitett vetitéssel.

. Melyik mdtrizok diagonalizdlhatok R folott a kovetkezdk kozil? A™ =7

-3 4 4 1 6 0

A:lé _;} B:[_i _?1)] c=|-2 3 3 D=0 -2 0
0 0 0 0 -3 1

Megolddas: A sajatértékei 1 és 2, a hozzajuk tartozo sajatvektorok [(1]], illetve [_i
skalarszorosai. A sajatvektorokbol alkothato bazisra valo attérés matrixa P = [(1) _i ],

¢s ezzel P7PAP = D = l(l) g] diagonalis, tehat A diagonalizalhato. A" = (PDP~1)" =

np—1_ |1 1-=2"
PD"P~ = {0 on ]
2
skalarszorosai), igy nem lehet sajatvektorokbol bazist alkotni, vagyis B nem diago-
nalizalhato. (Egyébként ezt a sajatvektorok kiszamitasa nélkiil is lathatjuk: ha a sajataltér
kétdimenzios lenne, akkor az az egész C? lenne, tehat a métrix minden vektort a —1-
szeresébe vinne, és igy csak a —I matrix lehetne.)

. . . . -1
B egyetlen sajatértéke —1, és a —1-hez tartozo6 sajataltér csak egydimenzios ([ }
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C' karakterisztikus polinomja —x(x — 1)(x 4 1), aminek harom kiilonb6z8 gydke van.
Mivel minden gyokhoz tartozik legalabb egy sajatvektor, a sajatalterek dimenzidinak
Osszege legalabb a vektortér dimenziojat adja, igy C diagonalizalhato.

D karakterisztikus polinomja —(z—1)?(z+2). A X\ = 1 sajatértékhez tartozo sajétaltér
(a (D — I)x = 0 egyenlet megoldéstere) kétdimenzios, igy dimV; +dimV_5 > 2+ 1 = 3,
tehat D diagonalizalhato.

. Mi a Jordan-normdlalakja annak a mdtriznak, amelynek karakterisztikus polinomja k(x) =
—(z — 1)%(x — 2)® és a minimdlpolinomja m(z) = (x — 1)(z — 2)%?
Megolddas: A sajatértékek 1 és 2. Az 1-blokkok méretének Osszege 2, a maximalis mérete

pedig 1, tehat két 1 x 1-es 1-blokk van. A 2-blokkok meéretének Osszege 3, a maximalis
mérete pedig 2, tehat egy 2 x 2-es és egy 1 x 1-es 2-blokk van. A Jordan-normélalak:

1 0 0 0O
01 0 0 0
0 0 210
000 20
0 0 0 0 2
. Mi lesz az aldbbi mdtrizok Jordan-normdlalakja?
1 1 1 2 3 9 2 3 9
o) |1 1 1]; b) |0 0 0 |; ¢)|0 2 o0
1 1 1 0 0 -5 0 0 -5
Megoldas: a) A matrix karakterisztikus polinomja —2%(x — 3), és mivel a matrix

lathatoan 1 rangi, a 0 sajataltere 3 —1 = 2 dimenzios. Tehat 1étezik sajatvektorokbol
allo bazis, és igy a méatrix Jordan-féle normélalakja diagonélis, 0, 0 és 3 diagonélis
elemekkel.

b) A karakterisztikus polinom —(z — 2)z(z + 5). Ennek nincs t6bbszoros gyoke, igy
a minimalpolinomnak sem. Tehat a métrix diagonalizalhato, és a diagonalis alakja
(egyuttal a Jordan-féle normalalakja) az a diagonélis matrix, amelynek f6atlojaban 2,
0 és —5 allnak.

c) A matrix karakterisztikus polinomja —(z — 2)?(x + 5). A 2-hoz tartozo sajataltér
1-dimenzios, ezért a Jordan-normalalakban csak egy 2-blokk van. Ebbdl a Jordan-

normalalak:
2 1 0
0 2 0
0 0 =5
. Az aldbbi mdtrizok kiozil melyek hasonlok az M = [(1) _:1))] mdtrizhoz?
3 0 11 1 0 2 =5
Sl I Y e R R
Megoldds: |M| = —1, tehat sem a 9 determinanst A, sem a 0 determinanst B nem hasonld

M-hez. ky(z) = 22 — 1, de kp(x) = 22 +  — 1, tehat D sem hasonlé M-hez. (Egy
gyorsabban kiszamithato invaridns a matrix nyoma: a f6atlobeli elemek Osszege, amely
egyébként a karakterisztikus polinomban a (—z)"~! egyiitthatoja, ez M-re, A-ra, B-re és
D-re 0, 6, 2 és —1, tehat ez is mutatja, hogy az A, B és D egyike sem hasonldé M-hez.)
ko(x) = ky(x) = 22 — 1, és ennek két kiilonbdzs gydke van, tehat M és C is diago-
nalizalhato, és ugyanazok a sajatértékeik (ugyanolyan multiplicitassal), igy mindketten

diagonalis métrixhoz hasonléak, tehat egyméshoz is hasonloak.

1 0
ugyanahhoz a [O 1



