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1 1 0
Az A= |1 4 3| szimmetrikus mdtriznak ismerjik két figgetlen sajdtvektordt: (1,5,3)
0 3 1
s (3,0,—1). Hatdrozzuk meg A dsszes sajdtvektordt a hozzdjuk tartozd sajdtértékekkel
eqyiitt!

Megoldds: Legyen by = (1,5,3)T és by = (3,0,—1)T. Mivel Ab; = (6,30, 18)T = 6bT
és Aby = (3,0,—1)T = bs, az ezekhez tartozd sajatértékek 6, illetve 1. A valos szim-
metrikus matrix, ezért a sajatvektoraibol kivalaszthatoé egy ortogonélis bazis. Ebbdl
kovetkezik, hogy a kiilonb6zé sajatértékekhez tartozo sajatvektorok eleve merdélegesek,
egy sajataltérben pedig tetszdleges # 0 vektort kiegészithetiink ortogonalis bazissa. Ebbdl
kovetkezik, hogy by és bs is kiegészithet§ sajatvektorokbol 4116 ortogonéalis bézissa, és akkor
a harmadik vektor sziikségképpen parhuzamos by x by = (5,10, —15)T-tel. Legyen b
ennek a vektornak alkalmas skalarszorosa, (1, —2,3)7. Erre Abs = —bgs, tehat a harmadik
sajatérték —1.

. Legyen f az a linedris transzformdcid, amelyre f(v) = (a,b,¢) x v minden v € R>-re.
Bizonyitsuk be, hogy f standard mdtriza ferdén szimmetrikus!

Megoldds: Tetsz6leges (x,y, z) vektorra f(z,y,z) = (bz — cy,cx — az,ay — bx), tehat a

0 —c b
standard matrix A = c 0 —al,amelyre AT = —A.
-b a 0
1 0 -1
. Adjuk meg az A = |2 1 1 | mdtrix vektorinvaridnsdt, azaz azt a v vektort, amelyre
1 1 0
z 2(A— AT) mitriz azr — v x r standard mdtriza. Irjuk fel az x — Ax mdtrizdt és v
koordindtavektordt a B = {(3,—-2,2),(3,—%,—2),(3,2, %) } ortonormdlt bdzisban is!
0 -1 -1
Megoldds: %(A - ATy = |1 0 0|, és ebbdl az el6z6 feladat alapjan leolvashato,
1 0 0
hogy a vektorinvarians v = (0, —1,1)T. A B bazisra valo attérés matrixa P, amelyre
1 2 2 1 =2 2 -7 4 =5
P=31|l-2 -1 2|, P'=pPT'=112 -1 —2|,B=P'AP=1%|-2 5 -13
2 =2 1 2 2 1 1 11 20
0 1 -1
sB=BT)=z|-1 0 —4|,és P lv= (%, —3,—3) valoban a B vektorinvariansa.
1 4 0

. Bizonyitsuk be, hogy az f : R* x R®* = R, (u,v) — (ux v)-(1,1,1) leképezés bilinedris
figgvény! Adjuk meg a f Gram-madtrizdt a standard bdzisban!

Megoldds: A vektorialis szorzas és a skalarszorzas is linearis mindkét komponensében, igy
f bilinearis. Tetszdleges u = (u1,u2,u3) és v = (v1,v2,v3) vektorra f(u,v) = (ugvs —
U3V, U3V — UV3, U1V2 — UV )(1,1,1) = ugvg — uzve + uzvy — ugv3 + ujvy —ugvy. Ha A
az f matrixa, akkor a;; az u” Av kifejtésében (u és v itt a standard koordinatavektoruk
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helyett 4ll, tehat oszlopvektornak tekintjiik mindkettdt) az u;v; egylitthatoja, ezért A =
0 1 -1

-1 0 1
1 -1 0
1 3 Y T . e e
. Az A= 5 1 mdtrizra legyen f : (x,y) = x* Ay. Adjuk meg az f bilinedris fiigguény
mdatrizdat a B ={(—1,0),(1,2) } bdzisban!
Megoldds: Az attérés matrixa P = _(1] H, és az 1j matrix

-1 01 3]|-1 1 1 -7
T _ _
prar= 78] 2 3] [0 o) =[5 )
. Hatdrozzuk meg az alabbi valés szimmetrikus mdtrizok jellegét (pozitiv vagy negativ definit,
illetve szemidefinit, vagy pedig indefinit)!

2 10 1 1 1 0 1 2 1 1 0
A=11 4 1 B=11 11 C=|(1 -1 0 D= |1 1 -2
0 1 2 1 1 1 2 0 1 0 -2 1

Megoldds: Az A matrix féminorjai 2, 7 és 12; mindegyik pozitiv, ezért A pozitiv definit.
VAGY: szimultan sor-oszlopmiiveletekkel diagonalizilva:

2 10 2 1.0] 200 20 0] 20 0
14 1|3 |o 2 1|0 Z 1|%|o I 1[%%0o I o
01 2 0 1 2 0 1 2 0 0 2 0 0 2

Mindegyik diagonéilis elem pozitiv, tehat A pozitiv definit.

A B-nél hasznalhatjuk a 6/6.a) feladatban meghatarozott sajatértékeket: 0, 0, 3,
amibdl latszik, hogy a matrix pozitiv szemidefinit. De diagonalizilhatjuk is a méatrixot
szimultan sor-oszlopmiveletekkel:

11 1 1 11] 100
11 1[0 0 ol°E"lo 0 0
11 1 0 0 0 0 0 0

A C matrixrol rogton leolvashato, hogy indefinit, mert az atlojaban pozitiv és negativ
szdmok is vannak (el Cey = cog = —1 és el Cez = c33 = 1).

A D matrix féminorjai kézott 0 is van, tehat nem tudjuk azokbol megéllapitani a
jellegét. Diagonalizaljuk D-t szimultan sor-oszlopmiiveletekkel!

1 1 0 1 1 0 B
1 1 —21&lo 0 2|70 o0 -2
0 -2 1 0 -2 1 0 -2 1

Itt sziikség van arra, hogy a harmadik sort hozzaadjuk a masodikhoz (és persze a megfelels
oszlopmiiveletet is elvégezziik), hogy utana tudjunk a méasodik sorral nullazni.

1 0o o] 1L 0 0 1 o0 o] L 00
Hlo -2 —1["57 0 -3 -1 0 -3 -1|"5"]0 =3 0
0 -2 1 0 -1 1 0o 0 3 0 0 3

A diagonalis alakbol leolvashato, hogy a D matrix indefinit.



