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. Adjuk meg az f(x,y) = x¥ figguény elsé és mdasodfoki Taylor-polinomyjdt (1,3)-ban, és
haszndljuk ezeket a fiiggvény (1.1,2.8) pontban felvett értékének kozelitésére!

Megoldds:
f=aY, fo=ya¥"', f,=2YInu,
foo =y(y— D2 foy = fya =2 " +yz¥ ' Inz, f, =2’z

¢s az (1,3)-ban felvett értékeik: 1, 3, 0, 6, 1, 1 és 0. Igy az els6fokt Taylor-polinom

a masodfoki pedig

To(z,y) = 1+3(:c—1>+0<y—3>+%(6(w—1)2+(w—1>(y—3)+(y—3)<x—1)+0(y—3)2) =

=14+3x—1)+3@x—-1)%+(z—1)(y —3).
Ennek alapjan 1.1%8 ~ T1(1.1,2.8) = 1+ 3-0.1 = 1.3, vagy egy kicsit jobb kozelitéssel
1.128 &~ T5(1.1,2.8) = 1.3+ 3 - 0.01 — 0.02 = 1.31.
. (Pt. 15/64) Keressiik meg az f(x,y) = 2 + y> — 3zy fiiggvény lokdlis szélséértékeit!
Megoldds: f polinom, tehat mindeniitt differencialhato. SzélsGértéke csak ott lehet, ahol
Vf=0. Az f, =322 =3y = 0 és f, = 3y*> — 3z = 0 egyenletrendszer megoldasa

P1(0,0) és Py(1,1). A maésodrendii derivalttenzor méatrixa {fm f"”y} = {Gx _3].
Jye  Jyy -3 6y

_g _3}, aminek a determindnsa negativ, és 2 x 2-es méatrix esetén ebbdl

kovetkezik, hogy a matrix csak indefinit lehet, tehat f-nek Pj-ben nincs szélsGértéke; Ps-

Ez P;-ben

ben aminek a determinénsa pozitiv, és az els§ féminorja (f,, = 6) is pozitiv,

-3 6|
ezért Pr-ben f-nek lokalis minimuma van, amelynek értéke —1.
. (Pt. 15/75) Keressiik meg az f(x,y,2) = yz — 2z + 3z — (2 + y* + 2*) fiiggvény lokdlis
szélsdértékent!
Megoldds: f mindeniitt differencidlhato fiiggvény. A fiiggvénynek csak ott lehet lokalis
széls6értéke, ahol Vf = 0. Az f, = -2 -22 =0, f, =2—-2y =0, f, =y+3—
2z = 0 egyenletrendszer egyetlen megoldasa P(—1,1,2). A méasodrendi derivalttenzor

fmc fmy fﬂcz -2 0 0
matrixa | fye fyy Sfy2 | = 0 —2 1| (minden z,y,z-re). Ennek a f6minorjai

(a bal f6ls6 sarokdeterminansai) —2, 4 és —6 valtakozo elGjeliiek negativval kezdve, igy a
matrix negativ definit, és igy f-nek lokalis maximuma van P(—1, 1, 2)-ben, az értéke pedig
4. (A matrix jellegét szimultan sor-oszlopmiiveletekkel valo diagonalizalas segitségével is
megéallapithattuk volna.)

. Keressiik meg az f(x,y) = 2% — vy + y fiigguény abszolit szélséértékeit az 2°> <y < x + 2
tartomdanyon!
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Megoldds: Az f fliggvény folytonos, igy a megadott korlatos zart tartoméanyon (a parabo-
ladarab és az egyenes kozotti tartomanyon) létezik abszolit maximuma és minimuma. Ha
ezt bels6 pontban veszi fel, akkor ott lokalis szélsGértéke is van, tehat ott Vf = 0. Ha
valamelyik hatarvonal belsejében van abszolit szélsGértéke, az feltételes lokalis szélsGérték.
Es lehet abszolit szélsGértéke valamelyik csticsban is (ezek koordinatai az y = 22, y = x+2
egyenletrendszer megoldasabol adodoan A(—1,1) és B(2,4)).

A tartomany belsejének a kritikus pontjait az f, =2z —y =0, f, = —2 +1 =0
egyenletrendszer megoldéasa adja: P;(1,2) valoban bels6 pont.

Az y = 2% (-1 < x < 2) hatarvonalon a g(x) = f(z,2?) = 222 — 23 fiiggvény kritikus
pontjait kell megkeresniink; ¢’(x) = 4 — 322 = 0, ha x = 0 vagy = = %, ez adja a P5(0,0),
P3(%, %) pontokat.

Végill az y = v + 2 (—1 < x < 2) hatarvonalon a h(z) = f(z,z +2) = —z + 2-nek
nincs kritikus pontja (h'(z) = 1).

A Py, P, P3, A és B pontbeli értékeket Gsszehasonlitva: f(Py) = 1, f(P;) = 0,
f(Ps) = 22, f(A) =3, f(B) = 0 azt latjuk, hogy f abszolit maximuma 3, és ezt Ps-ban
veszi f6l, abszolit minimuma pedig 0, és ezt P>-ben és B-ben is folveszi.

. Feltételes szélsGértékként hatdrozzuk meq az 3 +vy3 = 1 egyenlettel megadott gérbe origdhoz
legkozelebbi €s origotdl legtdvolabbi pontjait!

Megoldds: A gbrbének nyilvanvaléan nincs origétol legtavolabbi pontja, ugyanis
akarmilyen nagy x-hez van olyan (negativ) y, amelyre 2® + y> = 1. Viszont legkdzelebbi
pontja van, mert azt a goérbe egy origd koriili korbe esé véges darabjarol valaszthatjuk
ki, és a folytonos tavolsidgfiiggvénynek ezen a korlatos gorbedarabon van abszolit mi-
nimuma. A tévolsagfiiggvény helyett nézziik a tavolsagnégyzetet: f(z,y) = 2% + y2.
Ennek a fiiggvénynek a minimumat keressiik az 23 + 33 — 1 = 0 feltétel mellett. A
Lagrange-multiplikdtor modszere szerint ehhez elég a h(z,y, \) = 22 +y? + A2 + 93 — 1)
haromvaltozos fiiggvény kritikus pontjait megvizsgalni. A h, = 2z + 3X\z? = 0, hy, =
2y + 3\y? = 0 és 2% + > — 1 = 0 egyenletrendszer (x,y, z) megoldaséara lehet z = 0, és
akkor a harmadik egyenlet miatt y = 1, vagy y = 0, és akkor a harmadik egyenletbdl
xr = 1. Végiil h‘a x,y egyike sem 0, akkor x = —% =y, tehat a harmadik egyenlet miatt
rT =y = % Igy a lehetséges minimumhelyek P;(0,1), P»(1,0) és Pg(%, %), és ezek
koziil az els6 kettében veszi {6l az f fliggvény a minimumat, 1-et.

. (Pt. 18/2-b6l) Hatdrozzuk meg a v(r) = (%, %,xz) vektor-vektorfigguény derivdlttenzo-

ranak standard mdtrizdt, divergencidjat és rotdcidjat eqy tetszdleges (x,y, z) pontban!

Megoldds:
% _;_2 ! L1 (; }; lg Y x
GTCLdV: 0 1 _% ’ diVV:——i———F.’B, rotv = Oz Oy 0z | = (_27_27 _2)
> 0 y oz © Y g z y
Y z

. (Pt. 16/35) Az integrdlds sorrendjének cseréjével (és a hatdrok alkalmas megudltoztatdsd-

11
val) szamitsuk ki az | [ e®” dx dy integrdlt!
0y

Megoldds: Az integralasi tartoméany az y < z < 1, 0 < y < 1 egyenl6tlenségekkel van
megadva. Tehét balrol és jobbrol az x = y egyenes, illetve az x = 1 egyenes hatarolja, és
az ezek kozotti tartomanynak az y = 0-t6l y = 1-ig terjedS részét vessziik, ami éppen a
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(0,0), (1,0), (1,1) cstcsa haromszog. Ha y szerint integralunk elGszor, akkor y az y = 0
és y = = gorbe kozott mozog, és a tartomany maximaélis kiterjedése = iranyaban 0-t6l 1-ig

1z 1 1
tart. Tehat az integral [ [e* dydz = [ze” dx = [%ew2] = 1(e—1).
00 0 0

. (Pt. 16/48) Szimitsuk ki azy = 0, y = 22 —4, 2 = 0 és 2 = y + 8 feliiletek dltal
meghatdrozott tartomdny térfogatdt!

Megoldds: Az y = 0 és y = 22 — 4 feliiletek az zy-sikban ugyanilyen egyenleti egyenes

és parabola &ltal hatarolt tartomanyra allitott hengerszeri tartomanyt hatarolnak, amit

alulrol a z = 0, feliilr6l a z = y 4 8 sik zar le (itt a z = y + 8 sik végig a z = 0 sik f6l6tt

marad). Tehat ha V-vel jeldljiik a térbeli tartomanyt, és T-vel az xy-sikra vett vetiiletét,
y+8

akkor a V térfogata:
2 y+8 2
///1dxdydz:///1dzdydx:/ /1dzdydx:/
1% T 0 —2 0 2
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