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. (Pt. 16/66) Poldrkoordindtdk bevezetésével szamitsuk ki a [ [ 1dxdy integrdlt!
0 vy

Megoldds: A tartoméanyt két oldalrol az = y egyenes és az z? + y? = 2 kor jobb oldali
ive hatarolja. A 0 < y < 1 feltétel ebbdl az elsG siknyolcadba esé nyolcadkdrt metszi ki.
Polarkoordinatakkal a tartoményt a0 < ¢ < 7 és0 <r < V2 egyenlGtlenségek hatarozzak

3 1V2-y? w/4/2 /4 V3 /4
meg. Igy az integral [ [ ldzdy= [ [1-rdrde= [ [57%]; de= [ l1dp=
0y 0 0 0 0

1
(Minthogy az 1 fiiggvényt integraltuk, valojaban a nyolcadkor teriiletét szamitottuk ki,
ami tényleg 1(V2)%r = Z.)

. Szdmitsuk ki az f(x,y, z) = 22 +y? figguény integrdljit a z = \/x2 + y? kip és az x> +y*+
22 =1 gomb dltal kézrezdrt tartomdnyon hengerkoordindtdkkal és gombi koordindtdkkal is!
Megoldds: Hengerkoordinatékkal kifejezve a hatarol feliiletek m = 7 és 72 4+m? = 1, azaz
m = v/1 —r2, mert a gombnek csak a fels§ felét hasznaljuk. A tartomény xy-sikra vett
vetiiletét a metszetkor vetiilete hatarolja: m? = r2 = 1 —r2-b6l r = 1/4/2. Tehat a vetiilet
az r < /2 korlap. Igy az integral:

1/V2 27 V112 1/V2 27 1/v2
/ / / -rdmdpdr = / /rgx/l—TQ—r4dg0dr:7r / 2r3y/1 —r2 — 2rt dr.
0 0 0
Az elsé integralt 1 — 72 = u, —2r dr = du helyettesitéssel szamitjuk ki:
1/V2 1/2 1/2
T / 2r Mdr—wf 1—u)fdu—w/—u1/2+u3/2du:
0 1 1
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és ebbdl a teljes integral
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A kap félnyilasszoge 45°-0s (mindegyik pontnak a magassiaga megegyezik a vetiiletének
az origotol valo tavolsagaval), az integralando fiiggvény pedig gdmbi koordinatakra atirva
22 +y? = p?sin? ¥ cos? p + p?sin® ¥sin? o = p?sin? VY, igy az integral:
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. Keressiink alkalmas koordindtdzdst az x> + 4y?> < 4 tartomdnyon vald integrdldshoz!
Szdamitsuk ki az ehhez tartozd Jacobi-determindnst, és az f(x,y) = 22 fiigguény integrdljdt!
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Megoldds: A megadott tartomany hatara egy ellipszis, amelynek egyenlete atirhato (%)2 +
y?> = 1 alakba, és ez 5 = cost, y = sint, vagyis * = 2cost, y = sint egyenletekkel
paraméterezhetd. Ebbdl az ellipszislap paraméterezése v(u,t) = (2ucost, y = usint),
ahol 0 < u <160 <t < 2m, tehat ha u,t-ra attérve integralunk, akkor az integralés

2cost —2usint

hatarai konstansok lesznek. A v-hez tartoz6 Jacob-determinans |~ | = 2u,
sint ucost
és az integral
27 1 2m 2m 27
//4u2 cos’t - 2ududt = / [2u40052 t](l) dt = /QCOSQtdt = /1 + cos2tdt =
0 0 0 0 0
1 27
{t + —sin Qt} = 27.
2 0

4. Szimitsuk ki av(z,y) = (y, zy) fiiggvény integrdljdt az x> +y? = 4 kérin, pozitiv irdnyban!
Megoldds: A kort r(t) = (2cost, 2sint) (0 <t < 27) alakban paraméterezhetjiik, és ekkor
r(t) = (—2sint,2cost), mig v(2cost,2sint) = (2sint, 4 costsint), tehat az integral

27 27
/ v(2cost, 2sint)r(t) dt = / —4sin®t 4 8sint cos® t dt =
0 0

21
2m
8
/2008 2t — 2 — 8(—sint) cos® tdt = [sin 2t — 2t — 3 cos®tdt| = —4m.
0
0

5. Van-e potencidlfiiggvénye az aldbbi fiiggvényeknek? Amelyiknek van, annak szimitsuk
ki az integraljit az A(1,1,1)-b61 B(0,—2,1) pontba mend szakaszon a potencidlfiiggvény

segitségével!
a) (yz,zz + 2y, 2y);
b) (z,,y).
Megoldds: a) Av = (yz,zz+2y,xy) fliggvénynek van potencialfiiggvénye, mert rot v =
i j k
a% a% % = (zr—x,y—y,z— z) = 0. Ha ez a potencialfiiggvény u(zx,y, 2),

yz xz+2y vy
akkor u, = yz, amibSl u = zyz + f(y, z) valamely f (z-t6l nem fiiggs) fiiggvényre.
Az uy = zz + fyy, 2) = zz + 2y feltételbsl f,(y,z) = 2y, tehat f(y,z) = y* + g(2)
kovetkezik, ahol a g fiiggvény méar csak 2-t6l fiigg. Végiil u, = %(xyz +y?+g(2) =
xy + ¢'(2) = zy miatt g konstans. Tehat g = 0 valasztassal az u(x,y, z) = ryz + 3>
potencialfiiggvénye v-nek, és igy v integralja a megadott gérbén csak a végpontoktol
fiige: u(B) —u(A)=4—-2=2.

b) A v = (z,z,y) fiiggvénynek nincs potencialfiiggvénye, mert rot v =
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(1,0,1) # 0.



