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. (18/63) Szamitsuk ki a v(r) = (x,—y,z) figguény integrdljit a felfelé irdnyitott F :
r(u,v) = (u+2v, v, u—v), (0<u<3, 0<v<1) felileten!

Megoldds:
r, =(1,0,1)

r, = (2,1,-1)

r, Xxr, =(—1,3,1)

v(r(u,v)) = (u+ 2v, —v,u — v)
v(r(u,v))(r, X r,) = —60

(A r, x r, normalvektor folfelé mutat, igy nem kell az integrélban az ellentettjét venni.)
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. (18/67) Szimitsuk ki a v(r) = r|r|® fiigguény integrdljdt az F : x?> +y>+ 22 =4, 2>0
feliileten, lefelé mutato normdlvektorokkal!

Megoldas: A félgombfeliiletet érdemes gémbi koordinatakkal paraméterezni: r(p, ) =
(2cos@sind, 2sinpsind, 2cosd), ahol 0 < p <271 és 0 < ¥ < 5+ Ezzel a paraméterezéssel

r, = (—2sin¢sinv, 2 cos psinv, 0)
ry = (2cospcosd, 2sin pcosd, —sin) ,

r, X ry = (—4cos @sin® ¥, —4 sin @ sin® ¥, —4 sin 6 cos 6)

és ez a normalvektor lefelé mutat, mert —4sinfcos < 0, ha 0 < 9 < 7, igy

nem kell az ellenkez$§jét venni az integralban. A gombfeliileten |r| = 2, igy v(r) =
8r = (16cospsind, 16sinpsind, 16 cosv), és v(r(p,d))r, x ry = —64cos? psin® 9 —

64 sin? p sin® ¥ — 64 sin 19 cos? ) = —64 sin® 9 — 64 sin Y cos® ¥ = —64 sin I (sin? ) + cos? V) =
—64sinv. Az integral pedig
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. (18/78) A Stokes-tétel segitségével szimitsuk ki a v(r) = (y?, 22, 22) fiiggvény integrdljdt
az A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) pontokat dsszekdtd zdrt tordttvonalon.

Megoldds: A torottvonal az x+y—+ 2z = 1 stkon fekvé ABC haromszoget zarja koriil. A sik
r(z,y) = (z,y,1 — = — y) paraméterezésébdl r, x r, = (1,0,—1) x (0,1,-1) = (1,1,1)
(és ez megfelels iranyba is mutat a Stokes-tételhez), és rotv = (—2z,—2z,—2y) =
(=2 + 2z + 2y, —2x, —2y) a felilleten. Az integralasi tartomany az ABC haromszog
vetiilete az zy-stkra, jeloljiik ezt D-vel. Ekkor a kiszamitando integral [ [(—2 + 2z +

D

2y, —2x,—2y)(1,1,1)dxdy = [ [ —2dxz dy, és ez éppen az origd, A és B altal hatarolt D
D
haromszog teriiletének —2-szerese, azaz —1. (A Stokes-tétel nélkiil is ki lehet szamitani az

integralt: a harom szakasz mindegyikén —%, Osszesen —1.
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. Szdmitsuk ki a v(z,y) = (y,zy) fiigguény integrdljdt az x* + y® = 4 kéron pozitiv irinyban
a Green-tétel segitségével!

Megoldds: Ha D-vel jeloljiik a korlapot, az integral ff a%vg—a%vl dx dy = fo y—1ldxdy =
2 27 2

fbf rsmcp—lrdgodr—bf[ rgcoscp—rgo] dr—f 2rrdr = [— rgw]iz—éhr.

o

. (18/90) Mi a v(r) = r fiiggvény integrdlja annak a tartomdnynak a teljes, kifelé iranyitott
feliiletén, amelyet az 2 + y? = 4 hengerfeliilet és a z = —1, z = 2 sikok hatdrolnak?
Megoldds: A Gauss-Osztrogradszkij-tételt hasznaljuk. A divv(r) = div(z,y,2) = 1 +
1+ 1 = 3 fiiggvényt kell a hengertartoményon kiintegralni. Mivel konstans fiiggvényt
integralunk, a térfogat konstansszorosat kapjuk, ami ebben az esetben 3 - (3 - 227) =
36m. (Kifelé mutatdo normélvektorokkal volt iranyitva a feliilet, igy az elGjelet nem kell
megvaltoztatni.)

. (18/94) Szimitsuk ki a v(r) = (22,92, 22) fiiggvény integrdljdit az 2 + y* + 22 = 1 feliilet
€s a koordindtasikok dltal hatdrolt tartomdny F feliletén, kifelé mutato normdlvektorokkal!
Megoldas: A divv = 2z + 2y + 2z fﬁggvényt kell integrdlnunk a megadott térbeli tar-
toményon. A tartomany a z = % — éxz y2 lefelé forditott forgasi paraboloid belsejének
a koordinatasikok altal hatérolt része. Ennek az xy-sikra vett vetiilete éppen az xy-sikkal

vett metszete, azaz az 2 +y? < 1 korlap elsé negyede, és a vetiilet mindegyik pontjara

0<z2< % — %xz — —y Hengerkoordindtikra atirva az integralt:
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