Mat. M1 11. gyakorlat 2014-15/2

1. Oldjuk meg az aldbbi dllando egyiitthatos, homogén, linedris differencidlegyenleteket!

a) (29/86-bol) y' +y' — 6y =0;

b) (29/41) y" + 4y’ + 4y = 0;

c) (29/55) y" + 4y’ + 13y = 0.

Megoldds:

a) A karakterisztikus egyenlet m? +m — 6 = 0, azaz (m — 2)(m +3) = 0, és ennek a 2 és
—3 egyszeres gyokei, tehat a differencialegyenlet Altalinos megoldasa cje?® + coe 3%,

b) A karakterisztikus egyenlet m? + 4m + 4 = 0, azaz (m + 2)? = 0, és ennek a —2
kétszeres gyoke. A differencislegyenlet megoldasa cie™2% + coxe 2%,

¢) A karakterisztikus egyenlet m? +4m + 13, ennek két kiilonbozs gydke van: —2 4 3i (és
igy mindegyik egyszeres gyok). A —2+3i gyokhoz a fiiggetlen e ™2 cos 3z és e 2% sin 3z
megoldasok tartoznak (és a maésik, konjugalt gyokbdl is ezeknek a skalarszorosat
kapnénk, tehat azzal nem is kell foglalkoznunk), amibdl a differencidlegyenlet altalanos
megoldasa c;e” 2% cos 3z + cpe 2% sin 3z.

2. Milyen probafiigguényt haszndlndnk ahhoz az dllandd eqyiitthatos, inhomogén, linedris
differencidlegyenlethez, amelynek jobb oldalin a kévetkezd fiiggvény dll? A karakte-
risztikus egyenlet milyen gyokei esetén kell még alkalmas x-hatvinnyal megszorozni a
probafigguényt?

a) 5% —1 b) xcos3x c) e*®sinx
Megoldds: a) y, = (Az?>+ Bz +C)x*, ha 0 s-szeres gydke a karakterisztikus egyenletnek.
b) yp = ((Az + B) cos3z + (Cx + D)sin3z)x®, ha 3i s-szeres gyoke a karakterisztikus
egyenletnek.
) yp = (Ae** cosz+ Be?* sinz)z®, ha 2+ s-szeres gydke a karakterisztikus egyenletnek.

3. Oldjuk meg a kovetkezd specidlis jobboldali, inhomogén linedris differencidlegyenleteket!
a) (29/86) y" +y' —6y ==, y(0)=0,y(0)=—3;
b) y' +4y + 4y = e 2,

Megoldds:  a) A karakterisztikus egyenlet m? + m — 6 = 0, azaz (m — 2)(m + 3) = 0,
és ennek a 2 és —3 egyszeres gyokei, tehat a homogén differencidlegyenlet altalanos
megoldasa c1e?” + coe 3%, Az inhomogénhez tartozo probafiiggvény vy, = Az + B.
Derivalas és behelyettesités utan azt kapjuk, hogy —6Ax+(A—6B) = = mint fiiggvény,
igy A = —%, B = —%, amibdl az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa y =
—%x — % + 1627 4 coe73%. A kezdeti feltételeket ebbe és az v/ = —% +2c1e%* —3e73"

fiiggvénybe behelyettesitve azt kapjuk, hogy —% +c1+cy =06és —% +2c1—3co = —5

amib6l co =0 és ¢ = %, tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa —x — 2 L 27

— = + —
b) A karakterisztikus egyenlet m?+4m+4 = 0, azaz (m+2)% = 0, és enne(f{ a —%6két?£eres
gyoke. A homogén differencidlegyenlet megoldasa c;e™2% + core 2%, az inhomogénhez
tartozo probafiiggvény pedig y, = (Az + B)e ** - 22 = (Ax3 + Bx?)e 2%, Derivalas
és behelyettesités utan azt kapjuk, hogy (6Ax + 2B)e™2® = xe~2% mint fiiggvény, igy
A= % és B = 0. Ebbdl a megoldas: y = %3336_23: +c1e7%% 4 cpze™ 2,
7
-3
— ha van ilyen — a /A mdtrizot. (Hdny lehetséges értéke van a /A-nak?)
Megoldds: A matrix karakterisztikus polinomja |A — zI| = 22 — bz +4 = (z — 1)(z — 4),

A

4. Diagonaliziljuk az A = [ _g] mdtrixot, és ennek segitségével szamitsuk ki az e” és

. . . -1
igy a sajatértékei 1 és 4. Az 1-hez tartozo sajatvektorok a [ 1 vektor, a 4-hez tartozok
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pedig a [_ﬂ vektor nemnulla skalarszorosai. A {(—1,1),(—2,1) } bazisra valo attérés

i -1 =2 1 10 1
matrixa P = 1 1] s ezzel a P-vel PT"AP = D = 0 4| azaz A= PDP -,
ahol P71 = _} _? . Az e” Taylor-sorba fejthets fiiggvény, igy a diagonalis métrixra

ugy alkalmazhatjuk, hogy a d; diagonélis elemek helyébe a d;-beli fliggvényértéket irjuk,

— 4 _ 4

e—e 2e —e

A /x fiiggvényt nem tudjuk Taylor-sorba fejteni 0 koriil (és mas helyen sem tgy,
hogy mindeniitt konvergens legyen), igy nem alkalmazzuk ra a fenti modszert. Vi-
szont a B? = A matrixegyenletet megoldhatjuk a diagonalis alak segitségével: ez ek-

vivalens azzal, hogy (P~1BP)2 = P~'AP = D. Legyen P~'BP = {‘C‘ Z] Ekkor

a?+bc bla+d)] _[1 0
[c(a—i—d) dQ—i—bc} N [O 2
de akkor 1 = a? 4 bc = d? + bc = 4 ellentmondés; vagy b = ¢ = 0. Az utobbi esetben
a = £1 és d = +2, tehat négy kiilonb6z§ négyzetgyoke van az A matrixnak, és ezek a

p {il 0 ] P~ képlethsl + [ 3 2] és + {_5 6}. (Bar ebben az esetben mégis

], amib6l b(a + d) = c¢(a + d) = 0 miatt vagy d = —a,

0 =£2 -1 0 3 —4
megkaptuk gy a megoldasokat, hogy a diagonéilis alak atlos elemeit kicseréltiik az 22 = d;

lehetséges megoldésaira, az [(1) (1)} matrix négyzetgyokeit példaul nem mind kapnank meg

ilyen alakban: egyik négyzetgyoke [(1] (1]} , és végtelen sok kiilonb6z6 négyzetgyoke van.)

és cos J mdtrizokat!

. Szdmitsuk ki az et’, J°

. Legyen J =

O O W

1
3
0

w = O

Megoldds: Ha J egy X sajatértékhez tartozo k x k-as Jordan-blokk, akkor f(.J) els§ soraban
FO), T, 2", - ﬁ fE=1(\) all, és ezeket jobbra eltolva ismételjiik (feltéve,
hogy f(z) Taylor-sorba fejthetd, és az konvergens minden z-re. Az els6 esetben az f(z) =

', és erre f'(z) = te'®, f"(z) = t%e'®, tehdt a matrix elsd sora (e, e, 1¢2e3).

A miésodik esetben f(z) = 2°, f/'(x) = 52* és f(x) = 2023, amibsl a matrix elss sora
(3%, 5-3% 1.20-3%. A harmadik fiiggvény f(z) = cosz, amire f'(z) = —sinz és
f"(z) = —cosz, igy a matrix elsd sora (cos3, —sin3, —1 cos3).

e tedt 1123t 243 405 270 cos3 —sin3 —1cos3
el=10 e te3 | JS=| 0 243 405| cosJ=| 0 cos3  —sin3

0 0 edt 0 0 243 0 0 cos 3



