Gytiriik és csop. repr. 1. feladatsor — Megoldasok 2010. szeptember 10.

. Keressiik meg C3 irreducibilis reprezentdcidit eqy tetszéleges K test folott! Hatdrozzuk meg
K3 részmodulusait, ha K karakterisztikdja 3.

Megoldds: C3 reprezentacioi GL(V)-be mend csoport-homomorfizmusok. A reprezentaciot
meghatarozza a Cs generatorelemének a képe: egy olyan A matrix, amelyre A% = I.
Ahhoz, hogy a reprezentacio irreducibilis legyen, az kell, hogy V-nek ne legyen A-invariéns
valodi altere. Legyen m(z) az A minimalpolinomja. A3 = I miatt m(z) | 2> — 1. Ha
m(1) = 0, akkor 1 sajatértéke A-nak, tehat A-nak van sajatvektora, és az ez altal generalt
altér A-invarians, azaz ekkor dimV = 1, és A trividlisan hat rajta. char K = 3 esetén
23 —1 = (x — 1)3, ezért ekkor més irreducibilis reprezentacié nincs is.

Tegyiik fel most, hogy char K # 3 és m(1) # 0. Ekkor m(z) | 2> +z+1. Ha 2? + 2 +1
reducibilis K folott, akkor a gyokei kiilonbozéek (ugyanis 2 — 1-nek sincs tobbszoros
gyoke 3-t6l kiilonbozs karakterisztika esetén, mert z3 — 1 relativ prim a derivaltjihoz),
és mindkét sajatértékhez tartozik egy egydimenziés reprezentacié. Ekkor C3-nak harom
els6fokt reprezentacidja van.

Ha 22 +x + 1 irreducibilis K f6l6tt, akkor tetszéleges v € V-re a v és vA altal generalt
altér A-invarians (ui. vA? = —v —vA), és ennek mar nincs A-invarians altere, mert akkor
A-nak lenne sajatvektora. Tehat ilyenkor dim V' = 2, és ilyen reprezentéaci6 valéban létezik:
A= [:1 é} . Tobb irreducibilis reprezentacié nem lehet, mert 1 + 2 = dim CCl.

3 karakterisztikaji K test esetén K ('3 minimalis részmodulusa csak olyan x +ya + za?
elemekbdl allhat (ahol C5 = (a)), amelyekre (x +ya +za?)a = 2z +za+ya® = v+ ya+ za?,
azaz r = y = z, mert K (3 egyetlen irreducibilis modulusa a trivialis modulus. Tehat M; =
{AM1+a+a?)|) € K} az egyetlen minimalis részmodulus K C3-ban, ef6l6tt maximalis
modulus pedig szintén csak egy van, ugyanis csak olyan u elemek lehetnek benne, amelyekre
ua — u € My, hogy Ms/M; trividlis egyszerd modulus legyen, és ilyenek csak azok az
x + ya + za? elemek, amelyekre x + y + z = 0.

. Mikor ekvivalens két linedris (azaz egydimenzids) reprezentdcio?

Megoldds: Csak akkor, ha egyenl6k. Ugyanis GL;(K) = K*, és ez kommutativ, tehat a
konjugélt elemek egyenl8k is.

. Hdny kiilonbézd linedris reprezentdcidja van C folitt eqy G csoportnak?

Megoldds: FEgy linearis reprezentacié6 C*-ba mend csoport-homomorfizmus. Mivel C*
kommutativ, a homomorfizmus magja tartalmazza G’-t, tehat megfelel egy G/G’-bél
mend homomorfizmusnak. G/G’ ciklikus csoportok direkt szorzata a véges Abel-csoportok
alaptétele miatt, és a generatorelemek minden olyan C*-be mend leképezése kiterjeszthets
homomorfizmussa, ahol a kép rendje osztéja az elem rendjének. Igy C,, x ... x C,, -
bél ning - - - n,. kiilénbdz6 homomorfizmus megy C*-be, vagyis G-nek |G/G’| kiilénbozé
linearis reprezentacioja van C f6lott.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy Abel-csoportnak minden C folotti irreducibilis reprezentdcidja
linedris!

Megoldds: A lineéris reprezentaciok nyilvanvaléan irreducibilisek. A 3. feladat szerint
egy G Abel-csoportnak |G| linearis reprezentacioja van. De tudjuk, hogy az irreducibilis
reprezenticiok fokdnak Gsszege nem nagyobb CG dimenzidjanal, azaz |G|-nél, tehat mas
irreducibilis reprezentacidja nincs is G-nek.
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. Adjuk meg Cy x Cy irreducibilis reprezentdcioit eqy tetszdleges K test folott!

Megoldds: C5 x Cy homomorfizmusait GL(V')-be megadja a két komponens generator-
elemének homomorf képe, A és B, azaz olyan matrixpar, amelyre A> = B? = T és
AB = BA. A és B minimalpolinomja osztéja x> — 1-nek, tehit mindenképpen van
K-ban sajatértékiik. Legyen Vi az A-nak egy sajataltere. AB = BA miatt ez B-
invaridns: vA = \v esetén (vB)A = v(BA) = v(AB) = (vA)B = AvB. Ebben B-nek van
sajatvektora is, ismét a B? = I feltétel miatt, tehat van A-nak és B-nek kozos sajatvektora,
azaz V-nek egydimenziés Cy x Cs-invarians altere. Igy az irreducibilis reprezentacié csak
egydimenzi6s lehet, azaz C*-be vezeté homomorfizmus. Ez mindkét generitor elemet 1-
be vagy —1-be viheti, és ezek valoban homomorfizmust adnak, tehat char K = 2 esetén
egyetlen, egydimenziés irreducibilis reprezenticié van, minden mas esetben négy.

. (Hf) Hatdrozzuk meg Z2(Ca x Ca) részmodulusait! Rajzoljuk fol a részmodulushdldjdt!

. Hatdrozzuk meg a kvaternidcsoport valds irreducibilis reprezentdcioit!

Megoldds: Q/Z(Q) = Cy x Cs, tehat Q-nak 4 linearis reprezentacioja van (I1d. 5. feladat).
Emellett @-nak természetesen ad6dé 4-dimenzids reprezentacidojat adja a kvaterniok H
ferdeteste. Ez utébbi R@Q-nak az 1 + (—1) elem altal generalt ideallal vett faktora, és
mivel ferdetest, egyszerii RQ-modulus is. Toébb irreducibilis modulus nem lehet, mert
4-1+4=_8=dimp RQ.

. Legyen Sk egy R folotli egyszerd modulus és E = End(Sg). Bizonyitsuk be, hogy
a) E ferdetest;
b) ha R egy K -algebra, akkor K < E;
c) (Hf) ha R egy véges dimenzids K -algebra és K algebrailag zdrt, akkor E = K.
d*) Igaz-e, hogy ha End(MEg) ferdetest, akkor M egyszeri?

Megoldds: a) Az S egyszer(i modulus tetsz6leges endomorfizmusanak magja vagy az egész
S, és akkor az endomorfizmus 0, vagy a mag 0, és akkor a kép nem nulla, igy csak az
egész modulus lehet, tehat ez az endomorfizmus invertalhato.

b) A K-beli elemekkel val6 szorzasok nyilvin endomorfizmusok.

d) Nem igaz. Legyen R a 2 x 2-es valos fels6 haromszogmatrixok gyftrtje, M pe-
dig az a 2-dimenziés vektortér, amin ez hat. Ekkor End(Mp) azokbol a 2 x 2-
es matrixokbdl 4ll, amelyek felcserélheték a fels6 haromszogmatrixokkal. Ha A =

{‘CL b} € M,(R) € End(Mp), akkor {C d] = [0 1}/1: A{O 1} = {0 “}

d 0 0 0 0 0 0 0 ¢
, la b (1 0 - 1 0  |a O . . )
és [ 0 O} = [ 0 O} A=A [O O} = [c O] miatt A skaldrmatrix, tehat

End(Mpg) = R. Viszont M nem egyszer(i: az els6 baziselem 4ltal generalt altér
részmodulus is.

. Bizonyitsuk be, hogy End(Rr) = R, ha az endomorfizmusokat balrél irjuk.

Megoldds: Az r elemeivel val6é balszorzasok nyilvidnvaléan modulushomomorfizmusok, és
kiilonb6z6k, mert 1 € R. Mésrészt tetsz6leges ¢ homomorfizmusra, ha ¢(1) = a, akkor
o(r)=p(l-r)=p(l)r =ar, igy ¢ az a-val valé balszorzas.
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10. a) (Hf) Bizonyitsuk be, hogy ha N = Rr/M, akkor
Amn(N)={reR|zr=0Vz e N}
R-nek az M-ben levd legnagyobb kétoldali idedlja.

b) Legyen R kommutativ, és tegyiik fol, hogy R-nek izomorfia erejéig egyetlen irreducibilis

modulusa van. Igazoljuk, hogy Rr-nek egyetlen maximdlis idedlja van.
Megoldds:

b) Minden egyszeri modulus el6all Rr homomorf képeként. Ha M; és M, maximaélis
idealok (persze jobbidealként is maximéalisak R kommutativitidsa miatt), akkor az a)
rész miatt ezek az R/M; és R/M; egyszerti modulusok annullatorai is. De a feltétel
miatt R/M; = R/Ms, és igy az annullatoraik, azaz My és M, is megegyeznek.

A Hf-fel jelolt hdzi feladatok beaddsi hatdrideje szeptember 17.



