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C3 S ILI�GT�UWV SYXJS[Z\S K]I�G�^4I�G_�GJ`Wa!b#V Sdc	S a=G!R�e0a�G�afK�_�g Z G!ROGLK K
a@GLKLaWh�i Z i	aYa!jlkEm�a�b�In�__�U#N�PoG!R

KC3

I�pLK�_JPQn�T�U Z UOK�m S a%q=rsm K
N<m�I�m	N+a@G�I S K_�a S N<but-m 3 vw G!ROn Z TOb	K-x C3 y�zJ{)y�z-|Jz-}O~��<�-����� GL(V ) �d� zl�Qz-})���J�?�<{��<y?~ �!� ���Q���Q�<y��W|-���)�?�<������y�zJ{)y�zJ|-z-};~�<�-���<~�Qz-� �W� ~���y���|-| ��� C3 ��z-})z�y��~��<y�z-��z-�Q�-})z�� � �;�J{�z���z-�<������� � } A �o��~?y�� �¢¡ � �£z-���#y�z A3 = I �� �)� ��|<¡ � ���<� � y�zJ{)y?z-|-z-};~�<�-���¤��y?y�zJ¥)�)�-� � �������=��zJ�<�;z-}¢¡ � |¦�;z-���f¡ � ���<� V � })zJ�H})z§��z-�<�;z-} A � ��};¨ � y?�©�<})�¨ � ���9¥)� � ��~�zJy?z<�«ª¬zJ�<�;z-} m(x) � | A �Q��})���o�<��{4������})���® � � A3 = I �£� � ~?~ m(x) | x3 − 1 �°¯ �

m(1) = 0 ¡ � �#�;�<y 1 � � ���~��Jy�~��J�;z A � } � ��¡9~�z � ��~ A � } � �H¨ � }±� � ���~?¨;z��9~��<y � ¡O�-� � |®z-|²�<�³~ � ����z-})zJy�<�³~� ��~?�Jy A � ��};¨ � y��©�<})�-¡ � | � |±zJ�#�;�<y dim V = 1 ¡��-� A ~?y���¨9�©�<����� � } �W� ~�y � �~ � � char K = 3 z-��zJ~��-}
x3 − 1 = (x − 1)3 ¡�zJ|-�Jy?~§zJ�9�;�<y§�o�<�´��y�y�z-¥)�)�-� � �������§y�z�{)y�z-|-z-};~�<�-���Q})��})�J�]���J�µ zJ�<�s¶s�0·¸z-�W�Q����~�¡ � ���<� char K 6= 3 �-� m(1) 6= 0 ��¹=�9�;�<y m(x) | x2 +x+1 ��¯ � x2 +x+1

y�z-¥)�)�J� � ������� K ·¸º���º<~?~�¡ � �#�;�<y � �<�;º<�;z-�®�s¶)��º�} � º�|-�9z��¼»%�)�<� � })��� x3 − 1 � })z��½�?��})�-�D~?º �)� �?|-º<y�º���<�;º<�;z 3 � ~����l�9¶)��º�} � º�|-�¾� � y � �#~�zJy����?|J~��³� � z-�?z�~��-}¢¡l�QzJy�~ x3 − 1 y�zJ� � ~�¿³¨«{)y�¿�� � ¥)z�y���¨��<��~[�� � ��|+À¡�-�E�£��})¥s�;�J~�� � ���~��Jy?~���� � z-|£~ � y?~���|-�³�Áz-�<�Âz-�<�9¥)���Qz-})|J�����Ãy?zJ{)y�z-|-zJ}O~�<�J���)�Ä¹=�9�;�<y C3 � } � � � ��y?���z-���?��·¸�<�sÅÆy�zJ{)y�z-|Jz-}O~��<�-���+ � ¨ � }¢�¯ � x2 +x+1 �³y?y�z-¥)�)�J� � ������� K ·¸º���º<~?~�¡ � �#�;�<y�~�z�~��?|-����z-��z-� v ∈ V � y?z � v �-� vA �<��~ � �)��z-})zJy�<�³~� ��~?�Jy A � ��};¨ � y��©�<})�Ã»f�)�f� vA2 = −v − vA À¡)�J�§z-})})z��D�Q��y´})��})�-� A � ��}O¨ � y����<})� � �³~�zJy�z<¡)�£zJy?~ � �9�;�<y
A � } � ����z-})})zl� � ��	~?¨;zJ�9~?�<y � � µ z � ��~����³�;z-}s�;�<y dim V = 2 ¡��-�'�����;zJ}Ey�zJ{)y�z-|Jz-}O~��<�-���²¨ � ��� ��� }¤���J~?z-|-���4�
A =

[

−1 1
−1 0

]

� µ º �)� ��y�y�z-¥)�)�-� � �������§y�z�{)y�z-|-z-};~�<�-���Q})z-�Ç��z � z�~�¡W�QzJy?~ 1 + 2 = dim CC3 �
3 � � y � �9~�z�y����?|�~�������?Å K ~�z-��~=z-�?z�~��-} KC3 �Q��})���o�<������y��-�?|-�£�9¥)�)���)� � �-� � ������� � } x+ya+za2

z-��z-�QzJ� � ���W�<��� �W� ~®» �<� ��� C3 = 〈a〉 À¡ � �Qz-�³�;zJ�9y�z (x+ya+za2)a = z +xa+ya2 = x+ya+za2 ¡� | � | x = y = z ¡<�QzJy�~ KC3 z-�<�;z�~���z-}¤�³y?y�z-¥)�)�J� � �������È�£�9¥)�)���)� ��� ~?y��³¨s���<�������Q�#¥)�)���)�-� µ z � ��~ M1 =
{λ(1 + a + a2) |λ ∈ K } � |Hz-�<�;zJ~���z-}Á�£��})���Q�<������y?�-�?|-�Q�#¥)�)���)� KC3 �d��� }¢¡¬z-·¸º���º<~?~Ã� � �s���o�<������Q�#¥)�)���)�¢{�z-¥)���]�?|J��};~��-}E�-� � �ÃzJ�<��¨ � }¢¡+�)�<� � })�����-� � ������� � } u z-��zJ�QzJ�²��z � zJ~�})zJ� � zJ})})z<¡ � �Qz-�³�;zJ�9y?z
ua − u ∈ M1 ¡ � ���<� M2/M1 ~�y���¨9�©�<�����HzJ�<�s�?|-z�y�ÉÊ�Q�9¥)�)���)�Q��z-�<�;zJ}¢¡¦�J�o�����;zJ})zJ���J� � � � |-�<� � |
x + ya + za2 z-��z-�£zJ��¡ � �QzJ���;zJ�#y�z x + y + z = 0 �Ë � w S N�n	I�GLN+Ì S Ì�m Z G�`)K�N�p�a Z\S `�G�b�I S K�Í�m+_�m+_�G!R�e;T S PoG�`s_ Sdc K�Î�I�G�^4I�G_�GJ`Wa!b#V Sdc4Ïw G!ROn Z TOb	K-x2Ð � � � � �9�;�<y�¡ �W� z-�<�;z-})���<�4�§Ñ®�<� � })��� GL1(K) ∼= K× ¡4�-��z-|E�;���Q���s~ � ~?¿�¨�¡s~?z � ��~ ��;��}�?�)�;�<��~§z-��z-�QzJ�±z-�<�;zJ})���<�Æ���-�Ò �DkEb�`We£N+M Z i	` X i+_�g Z\S `�Gb�I S KÃI�G�^ÓIG_�G�`�a!bOV Sdc t-m0Ì�m�` C

h�i Z i	afa§G!R<e G
VLK�n^�n	ILaY`4m	N Ïw G!ROn Z TOb	K-x ¹��<������})z���y����£y�zJ{)y�zJ|-z-};~�<�-��� C

× �Y��� �Qz-})�«�-�?�<{4�<y?~ �d� ���Q���Q�<y?�W|-���)�-��ÔÕ��¨;z-� C
×

�;���Q���s~ � ~�¿³¨�¡ �Ö� ���Q���Q�<y?�W|-���)�Õ� � �J � ~ � y?~ � ��� � |-| � G′ � ~-¡0~�z � ��~°�Qz-��·¸zJ��z-�0z-�<� G/G′ �d� ����Qz-})� � ���Q���Q�<y��W|-���)�?} � ��� G/G′ �-�³�s���³�s�)�×�-�?�<{4�<y?~��<��¥)�³y�zJ�9~��?|-�<y?| � ~ ��� ¨;�-��z-��� � z-� � �-���<{��<y?~��<�� � � {)~?�J~�z-��z§�Q� � ~?~�¡��-� � ��z-})z�y��~��<y�z-��z-�QzJ�0�Q��})¥)z-}Q���³� � } C
× �Y� z]�£z-})����zJ�;�J{�zJ|-�-�?z]�9��~�z�y[?z-�?|J~ � zJ~��� ���Q���Q�<y��W|-���)�?���s¡ �<� ��� � �;�J{�y�z-})¥�?z¾���?|J~��+ �Ø� |�z-��z-� y�z-})¥�?�-})z����2Ù@�<� Cn1

× . . . × Cnr
�� ��� n1n2 · · ·nr �9¶)��º�} � º�|-� � ���Q���Q�<y?�W|J�0�)�¤�£z-�<� C

× �Y� z<¡=¨ � �<�9��� G � })zJ� |G/G′| �s¶)��º�} � º�|-�����})z���y����¦y�z�{)y�z-|-z-};~�<�-���+ � ¨ � } C ·¸º���º<~?~��Ú �ÄÛ S _�n�`We	Ü%a%KLU#N X GqDr)nR�e½G!R�eÞÝ X G Z\ß VLK�nL^Wn	ILaY`4m	N�P S `4T#G�` C
h�i Z i	afa S0S ILI�GT�UWV SYXJS[Z\S KÂI�G�^ÓIG_�G�`�a!bOV Sdc t-mZ\S `�Gb�I S K�jw G!ROn Z TOb	K-x �à����})z���y?���¤y�zJ{)y�zJ|-z-};~�<�-���<�Þ};�s���³¨<�<};¨ � ��� � }���y?y�zJ¥)�)�-� � ��������zJ���«�àás�«·¸z-� � ¥ � ~0�?|JzJy���};~z-�<� G � � z-� � �-�?�<{4�<y?~�} � � |G| ����})z���y����®y�z�{)y�z-|-z-};~�<�-���+ � ¨ � }¢�¤â�z¤~��)¥�?�s�4¡ � ���<� � |��³y?y�z-¥)�)�-� � �������y�zJ{)y?z-|-z-};~�<�-���<�Á·¸�<���<} � �Áº����?|-z-��zH})z-�ã} � �<�;� �)� CG ¥)���£z-})|-���+��<}W�<�f¡ � | � | |G| � })�-�Y¡�~�z � ��~Ã�o�<���y�y�z-¥)�)�-� � �������¦y?zJ{)y�z-|-zJ}O~�<�J���+ � })��})�-�§��� G � })zJ���
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C2 × C2 S ILIG�T�U�V SYXJS[Z\S K²I�G�^ÓIG_�G�`�a!bOV Sdc	S a�G�R�eQa�G�afK�_�g Z G!ROGLK K
a�G�KLa�h�i Z i	aYa!jw G!ROn Z TOb	K-x C2 × C2 � ���Q���Q�<y?�W|J�0�)� � ��~ GL(V ) �d� z±�Qz-� � ¥� �¾� �;��~0�;���H{���})z-})����z-})zJy���~��<y �z-��z-�Q�-})zJ� � ���Q���Q�<y�·E�;�J{4z<¡ A �-� B ¡ � | � |Ø���³� � } �Q��~?y��³�9{���y�¡ � �Qz-���#y�z A2 = B2 = I �-�

AB = BA � A �-� B �Q��})���o�<��{4������})���� � ���?|�~��+ � x2 − 1 � })z���¡�~�z � ��~Õ�Q��})¥)z-}s�;��{){�z-} ¨ � }
K �d��� }¼� � ���~���y?~��J�9¶s��� ª�z-�<�;z-} V1 � | A � } � � z-�<� � � ���~ � �³~�zJy�z<� AB = BA �Q� � ~?~¾z-| B �
��};¨ � y��©�<})�-� vA = λv z-�?zJ~?�-} (vB)A = v(BA) = v(AB) = (vA)B = λvB �§¹ �)� z-} B � })zJ�Ä¨ � }� � ���~?¨;zJ�#~��<y � ���-¡<���?�Q�J~ � B2 = I ·¸zJ��~��J~?z-�#�£� � ~?~�¡�~�z � ��~¬¨ � } A � } � ���J� B � })zJ���;º�|-º��È� � ���~�¨;zJ�9~��<y � ¡� | � | V � })zJ� zJ�<�s¥)���£z-})|-����� C2 × C2 � ��}O¨ � y����<})� � ��~�z�y�z<�lÙ@�<� � |���y?y�zJ¥)�)�-� � �������¦y�zJ{)y�zJ|-z-};~�<�-���±�-� � �z-�<�9¥)���Qz-})|J�����²��z � z�~�¡ � | � | C

× �Y� z�¨;z-|-zJ~�� � ���Q���Q�<y?�W|J�0�)�J�¤¹ |0�Q��})¥s�;�J~���z-})z�y��~��<yÃz-��z-�£zJ~ 1 �� zQ¨ � �<� −1 �Y� zQ¨s� � zJ~��f¡��-�¤z-|-zJ�Á¨ � ��� ��� } � ���Q���Q�<y?�W|-���)��~ � ¥)} � ��¡'~?z � ��~ char K = 2 z-�?z�~��-}z-�<�;zJ~?��z-}¢¡Wz-�<�9¥)���Qz-})|J�����´��y?y?z-¥)�)�-� � �������§y�zJ{)y?z-|-z-};~�<�-���£¨ � }¢¡W�Q��})¥)z-} �o�<�´z-��zJ~ � zJ} })�-�<�;�
� �«Í�� �!ÎEkEm�a�b�In�__�U#N0PQG!R

Z2(C2 × C2)
IpLK�_�PQn�T�U Z U#K-m S a!j��§mut_�n Z tLU#Nlh�i Z mQI�pLK�_JPQn�T�U Z UOKLrsb Z�c t-b<a!j

� �DkEm�a�b�I�n�_L_�UONHPQG!RÆm£N+Ì�m�a@G�IL` Sdc VLK�nL^Wn	ILa�Ì�m Z�c K S ILIG�T�U�V SYXJS[Z\S K²I�G�^ÓIG_�G�`�a!bOV Sdc	S a�jw G!ROn Z TOb	K-x Q/Z(Q) ∼= C2 ×C2 ¡#~�z � ��~ Q � } � � 4 ����})z���y�����y�z�{)y�z-|-z-};~�<�-���+ � ¨ � }¾»f��¥¢�
	9�×·¸z-� � ¥ � ~JÀ��¹ �£z-����zJ~?~ Q � } � ��~�z�y��Q�-�?|JzJ~�z-�?zJ} � ¥)�9¥)� 4 � ¥)���Qz-})|J�����Qy�zJ{)y?z-|-z-};~�<�-���	���~ � ¥� ��� �#¨ � ~?zJy�})���<� H

·¸zJy�¥)z�~�z-��~�z�� ¹�| �s~�� �)� � RQ � } � � � | 1 + (−1) z-��z-� �<�³~ � �]��z-})z�y�<��~o��¥)z��<��� � �§¨;zJ~�~o· � �9~��<y � ¡l�-��Q�³¨;z-�]·¸zJy?¥)zJ~�z-��~-¡�z-�<�s��|-zJy�É RQ � �Q�#¥)�)���)�o���J� µ º �)� �³y?y�z-¥)�)�-� � �������±�Q�9¥)�)���)�o})z-� ��z � z�~�¡]�Qz�y?~
4 · 1 + 4 = 8 = dimR RQ �

� ��¬G�R�e;GJ`
SR

G�R�e
R
h�i Z i	aYa S G!R�e	K�_�G�I��DPon�T�U Z UOKHpLK E = End(SR) v Û S _�n	`We�Ü[afKLU#N X Gq×r)nR�emJÎ

E
h�G�I�TOG�a@GLKLa��

X ÎØrsm R
G!R�e

K ß m Z R#G X I?m	q�m	N�N�n	I K ≤ E
�VuÎ�Í�� �!Î�rsm

R
G!R�eQÌ<p!R#GLKET S PoG�`s_ Sdc K K ß m Z R#G X I?m±p�K K

m Z ROG X I�m S[Z m�R0_�b�ILa%qlm	N�N;n	I E = K vT��!Î��uROm+_ ß Gq�r)n�R�eHrsm End(MR)
h�G�I�TOG�a@GLKLa%q�m	N�N�n�I

M
G�R�e+K_�G�I�� Ïw G!ROn Z TOb	K-x � À±�®| S z-�<�s��|-zJy�É��Q�#¥)�)���)�'~�z�~��?|-����z-��z-��z-})¥)���Q�<y��W|-���)���<} � ��� � �- � ¨ � �<� � |�zJ���-�?|

S ¡W�-� � �#�;�<y � |Ãz-})¥)���£�<y?�W|-���)� 0 ¡W¨ � �<� � � � � 0 ¡)�J� � �9�;�<y � �;�J{ })z-� }O�)��� � ¡�¿��<�±�-� � � � |z-���J�?|��Q�#¥)�)���)�¦��z � z�~�¡)~�z � ��~§z-| � |�z-})¥)���Q�<y?�W|J�0�)�§��};¨;zJy?~�<� �W� ~��)�� À±� K �Y� z-����zJ��z-�Qz��9�;z-��¨ � ���0�?|-�<y�|-�<�?�<�Ä};�s����¨��<}Äz-})¥)���£�<y?�W|-���)�?�<���
¥4À��®z-� ��� � |�� ª�z-�<�;z-} R � 2 × 2 � z-�Â¨ � �����¾·¸z-����� � ��y����Q�?|Jº����o��~?y�� �)�<� �<�9Ésy�É�?z<¡ M {�z �¥)��� � | � 2 � ¥)���Qz-})|-����� ¨;zJ�9~��<y�~��Jy�¡ � �£��} z-| �W� ~�� ¹=�9�;�<y End(MR) � |-�<� � ��� � 2 × 2 �

z-�±�o��~�y��³�s�<� � ���´�<���Y¡ � �Qz-�³�;zJ�Þ·¸z-���-��zJy��-� � zJ~��<� � ·¸z-���?� � ��y����Q�?|-º����Q��~?y��³�s�<�9� � �Y� ¯ � A =
[

a b
c d

]

∈ M2(R) ∈ End(MR) ¡ � �9�;�<y
[

c d
0 0

]

=

[

0 1
0 0

]

A = A

[

0 1
0 0

]

=

[

0 a
0 c

]

�-�
[

a b
0 0

]

=

[

1 0
0 0

]

A = A

[

1 0
0 0

]

=

[

a 0
c 0

]

�Q� � ~?~ A ��� � �©��y��o�	~?y��³��¡o~�z � ��~
End(MR) ∼= R ���²���?|-��};~ M })z-� z-�<�9�?|-zJy?É¢� � |Âz-����� � �<|-���?zJ��z-� �<�³~ � �²��z-})zJy�<�³~ � ��~?�Jyy��J�?|-�Q�#¥)�)���)�]���-�

� �ÄÛ S _�n�`We	Ü%a%KLU#N X GLq=r)n�R�e End(RR) ∼= R
q=r)m±m+_�G�`�TOn	PQn	I���_�P�U#K�n+N�m�a X m Z I c�Z Ü[I[t�UON vw G!ROn Z TOb	K-x �®| r zJ��z-�QzJ��¨;z-��¨ � ��� ��� ���?|-�<y�|-�<�?�<��};�s���³¨<�<};¨ � ��� � }Õ�Q�9¥)�)���)� � ���Q���Q�<y��W|-���)�?�<��¡��-��s¶)��º�} � º�|-�<��¡'�QzJy?~ 1 ∈ R �DÔ¾�<��y��J�?|J~¤~�zJ~?�?|-����zJ��z-� ϕ � ���Q���£�<y?�W|-���)��y � ¡ �W� ϕ(1) = a ¡ � �9�;�<y

ϕ(r) = ϕ(1 · r) = ϕ(1)r = ar ¡)¿��<� ϕ � | a � ¨ � �¢¨ � ��� ��� ���?|-�<y�|��<�J�
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qlm	N�N;n	I
Ann(N) = { r ∈ R |xr = 0 ∀ x ∈ N }
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