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L �NMPORQ�S�TVU	W%X%Y[Z#\1][^_�`*S�a@Ucb,Q

R d�e	fge XhX7O n×n i ^[Ykjcl�Xhm[Ogn#S,\ Mn(R)
a@U	o=m[o�p�q�T�^�\1r[^�TVXhm[Z=jcbsb,Q�S,\t][u f b

λ · I
b f b�\,vwjcl�Xhm[Ogn5S	\@][u f l fxf _yb	`*S f λ ∈ Z(R)

_zq[Y�Wga�U
Z(Mn(R)) ∼= Z(R) {| ^!a5S f~} l	Y.� ���

A �.�@� R �x�t�~�@�C��� n × n �!�.�1�s���C���������.� Eij

�@� � � �����C�����K�@�y�C�.�~�t�g�h� � ���.���K�*���
�.�@�?���C�g�.���*�����5�*�g� � �.�~�.��� �@� ij �*�.���?�.���~�� ?¡ 1 � � �=�?�@� EijA �!� � �¢�.�@�¢�*�.���#�K�g� � �C�@� �   � ��£ �@� i.
�C�@�C¤ � � �@� A j �!�.¥*���¢�C�@� � �@�g�h� AEij �¦�*���¨§��.¥*�~���.�@�?�����g�.�1�*�.�©�#�*�~� � �t� � �g�@§ ��� j ªg� � �*��  � A i �!�.¥*���
�t� � �~�@§ � �?����«*�7ª�¬�?���C��¡c���@�?�.�*�g¡t�C���t��¤�¡t�®�?�, ?���C�?� � �����V�*�t�@� aji = 0 ��� aii = ajj ���g�*¥*��� i 6= j �
���@�¯  � �@�K�g� A = λI

� � � �K°±�²� � �g�����s���C������� λ ∈ R �h���@ª³¬´�µ� � �g�����s���C�C���*�@�³����� � �@�K¶K�C¶��C�H� � �t���@���
R �¦�����h�K·~�@� �¹¸ �.�?�C���*�¹¤ � �N� � ���s�?� � «*� ¸ � � � � λ ∈ Z(R) �!�*� � � � �C�C� �.º �c  � �*� � ��ªA¬ � �5�=�g�� @�@�?  � � º �
�*�t�@�»� � ���¼  � � º ¤ � �H���g�*¥*�.�@�=�~�¼�s���µ�����K� ��� ���x�.� ¸ �C���C�.�g�*���C¡@��ª

���±½¿¾w�!ÀÂÁ6^!a�U�Ã#\ d ^ f _I`VS�a�U R =
n
⊕

i=1

Pi

_cb	`*S f j¢O¿T } ^�T Pi } O¿m�^[\	X d ^ f ][S	TVX7`Kb�X�b�X f b�TÄj�S } Z f Z#Y {ÆÅ ^ i
Ç ^Q[Q�Ã5\ Pi i X3q[Y Pj i X�YQ�S	j¹Y�Q,q } S,Y[T�b	\�_3`Kb Hom(Pi, Pj) 6= 0 Ç b�a�U Hom(Pj, Pi) 6= 0

_Èq�Y
f ^!a�U5^�T�^�\ K1, . . . ,Kt

b,QÈWRa�UÉ\@b[ÊVS	XhX»a�mCl dËe YY�Q,^ d Ã?a�a5ÌÄ\tS�jÍÊVS	T�^�T*Y�^�O { MPORQ�S	T'U	W¿X7Y[Z#\Î][^[_Ï`*S�a�U
⊕{Pi |Pi ∈ Kj } } O¿m�^�\,X d ^ f ][S	TVX7`Kb�X�b�X f b�TÐO } ^�l f p.b R i T�^[\¼j¨O%T } ^�T j i m�^[_�q[Y R

^[Q�^[\,T�^�\wb } O¿m^[\,X
d ^ f ]�S	TVX7`Kb�X�b�X f b@TNa�U�o#m�o5\,T�^[\¼b } O¿m�^�\,X e YY�Q�^!a#^ {| ^!a5S f~} l	Y.�ÒÑ ���@�?�.� Rj = ⊕

Pi∈Kj

Pi ªAÓ(�.�@�=«K�¢�x�.�h�#�*�t�@� P ∈ Kj �.� r ∈ R ª�Ô��=�?�@� rP = 1 · rP =

(e1 + . . . + en)rP = ⊕ eirP � � �*�t� Pi = eiR ���C�.�V��� eirP ≤ Pi ���~�*¥*�.� i �¦���@ª ��� eirP 6= 0 �� �=�?�@� Hom(P, Pi) 6= 0 �6���.�V��� Pi ∈ K ªyÕD�@� rP ≤ Rj �c�g�*¥*�.� P ∈ Kj �¦���¹�.� r ∈ R �h���@�6  � �@�K�~�
Ri / R ª���

Rj = S ⊕T �*�.� �C���� K�R�@�~�g�1�@�K¶K��¶=�¦¥*�~�����#���t�C� � �.�*� � �#�?�@� �±Ö �C�*�g��×KØ ¸ �*���~¥K�µ�¦�C�����.�Í� � ���
���~�5� S �.� T �~� Kj �h¤��.�~� Pi �¦�Ù¥*�������#�s�t�C� � ���t�@�Ú·~�@� S   � � � ���.���K�~�Ð�?�t�c§��t�*�.�*�C�w��� T   � � � �����
�~�=�~�Û�?�t�c§��t�*���*�C�w�?� � �@�C��  � �Â�*�t���t���@�CÜ � �¢�*���z�.�s� � �������c�.� � ���C�.�s� º ¥*�t�Ù�=�~�����¿�C�.¥ S �.� T
�?� � �@�C�C���*�t�c�t���@�CÜ � �¨�*�C���KªzÝ�� S2 = S �6�.� S ≤ Ann(T ) ��� � �C� Hom(S, T ) = 0 �6�.�Í�*�@� � �*·~�@�
Hom(T, S) = 0 � � �c���.�g�~�.�5�C���t�*¥ �@� �.�g¡@¤*¤V�~���K�*����ª

Þ �NMPORQ�S�TVU	W%X%Y[Z#\I][^[_�`*S�a�U
RR

j�b�n�O¿jcl f OxYÚmq[Y�Q�j�S } Z f Z#Y.b�O%T�b	\�j�^�X%Y�Q,^�X�^[_ J(R)
b�TVTVZ fxf l f j¢O¿T } ^�T�^!a�U iY�Q�^�m[oßp�St]�]�jsS } Z f Z5Y[X {| ^!a5S f~} l	Y.� Ann(S) =

⋂
{Ann(x) | 0 6= x ∈ S } ���.� �@� RR → xR = S � r 7→ xr � � «K�¿�C���#��·~ 

�*�t���t���@�µÜ � �¨�*�s� � �.� � ��§*§���� Ann(x) �à���.�V��� RR/Ann(x) ∼= S ªáÕD�@� Ann(x) � � �K�g�s�@�~�g�
���#¥*�*�g�*� RR �h¤��.�N���g�*¥*�.� x �h���@�*���.�V��� J(R) ≤ Ann(S) ª

â �Hã9^�a�U?^�T
A Ç q�a5^[Y } O%j�^�TKQ�O!u,YIb f a5^�]�mCb { MPORQ�S	T'U	W¿X7Y[Z#\s][^[_A`*S�a�U»b,Q¢b f l?]�]�Ozl fxf W¿X�l	Y�S,\»^[\ Ç O Ç b f ^�T*Y�^[\ AXD^�X%YQ�Ì f ^!a5^�Y J

p�St]�].O } ^�l f p�l�mCb {½�O�À
J
TVO f Ê'S	X�^�T*Y�ä½�O%OåÀ

J
b�TVT'Z fxf l f j¨O¿T } ^�T3^!a�U	Y�Q�^�m[o�p�St]�] A i jsS } Z f Z5Y[X%ä½�O¿O%OåÀÐj¨O¿T } ^�T Ç q!a#^[Y�\tS	jÍÊVS,Q�W¦r�O¦u f l�T�r�vPp�St]�] A i jsS } Z f Z5Y[X¯b�TVTVZ fxf l f J i T�^[\I^!a@UIb f \@b f jcb	YP`*b�X Ç l�TVU?b {| ^!a5S f~} l	Y.� æ �%ç ⇒ æ �g�¿ç£ ��� S 6= 0 �.�@�K� � ����¶Ë���#¥*�*�g�*�.� � �=�?�@� SJ ≤ S ��� � �C� SJ = 0   � �@�

SJ = S ªH¬ � �K� º ¤*¤V�è�.�µ���C¤���� SJn = S 6= 0 ���.��� � �.�g�~�.�?�����t�*¥ � �*� � �����*�t�@� J   � � � ���.���K�~�
� � �C ��@�5� � 0 ª�Ó(�.�V��� SJ = 0 ªæ �~�%ç ⇒ æ �g�g�¿ç£(¬Î�?�t�c§�� � · ¸ � º �R�@� ¸ �*�t�C� � ��� �  ?�t� � �C�?� �.º �~�*¥*�K� ¸ � º   � ��¤V� � �t�?�K·��¿�C�K��ª ��� M1 � � ��*�~�s�@�g�~� M �h¤��.��� � �=�?�@� M/M1 ���@�K� � ����¶��à���.�V��� MJ ≤ M1 ªé¬ � �g�*¥*�K� ¸ � º �¼�x�.�~�C�� ?�.�»��� � �C�
M1J

n = 0   � � � ���.��� n �¦�C�@�V·g�@� MJn+1 = 0 ªæ �~�g�¿ç ⇒ æ �%ç�£ AA �¦� �1� �~� � �g� �@�   �¨� �x���~���� ?���µ� Jn = 1 · Jn ≤ AAJn = 0
� ��� � �~� � � n �¦�C�@ª
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J(A)
b,Q

A f ^!a�T�b�a�U5St]�]PTVO f ÊVS�X�^�TVY6p�S?]�]�O } ^l f p.b,_9b,Q�b,Q J(A)
jcb�a5b�T'O f ÊVS	XD^�T*Y�_q[Y�X�b�m�X!b f j�b,Q�j¨O%T } ^�TÒTVO f ÊVS	XD^�T*YAp�St]�]�O } ^�l f X {| ^!a5S f~} l	Y.� ¬��*ªß�x��� � ¥ � � æ �%ç ⇔ æ �g�¿çP�@�g�~·~��@� � �c� � �C�k���g�.� �@� ��¤��.�g�����*�7���*�t�@� J(A)
� �g�.�t� � �@�?�@¤*¤

�t�~� � �¢�C�@¤*¤V�~¥*���@�h� � ��� � �*�#�*�~�R�@�����~�*¥*�.�³�.�@�K� � ����¶ �c�=¥*�*�g�*�²��ªß¬��Kª��x�.� � ¥ � ����� � �C�k� � � � J(A)
�g���?�.���y�.�s� � J

� �*�#�*�~�R�@� � �±�@� ���@�K� � ����¶ �c�=¥*�*�g�*�µ�@� � ��� � �#�?�@� �@� AA ���~�*¥*�.�Ë� � �*�~�s�@�g�~� M
���.� � ���=¥*�*�~�*����� � AA/M �¦���Ú�g� � �*�#�*�~�R�@� � � � �@���@� J = 1 · J ≤ AAJ ≤ M �K  � �@�K�~� J ≤ J(A) ª

� �Hã�l�YY[Z#\�][^_Í`*S�a@UÏ^�a�U
R
a�U�o#m�o*]�^�TÂ^�a�U

a
^ f ^�j b	\�\tS	m¼q[Y¼r�Y.b	\�b�\�\tS	m Ç b�TË][^�TVT�^»^!a�U�TVO f Ê'S	X�^�T*Yp�St],]�O } ^�l f ]b�TK_�`KbN^!a�UcTVO f ÊVS	XD^�T*Y¹]b f O } ^l f ]b�T³O¿YI][^�TVT�^ Ç b�T {| ^!a5S f~} l	Y.�Ë��� (aR)n = 0 � � �#�?�@� (Ra)n = R(aR)n−1a ≤ R(aR)n = 0 �V�.�à�x�@��¥*·��C  � ª

� �NMPORQ�S�TVU	W%X%Y[Z#\Û][^_¢`*Sa�U
J(A) / A

_¼q�YwZ?a�U?b�T�^Q�Xcb,Q�O } ^�l f XI\tb[Ê6T�l�TV\�_¢`KbÛjcb�n@O¿jcl f OxYÒ]b f O } ^�l f S	\j�^�X7Y�Q�^�X�^[\?q�TVX } ^	�ATVO¦l f T�l�T*\ {| ^!a5S f~} l	Y.� ¬ ��
 ª �x�.� � ¥ � �w��� � �C� J(A) = { a | aR �*�g�~§��@���.�*� } ª ���
J(A) �¦� � � � �K�g�s�@�~�g�

¤ � �g�~¥*���@�g�@� �����C� � �������?�.�5�w¥*��ÜV�*�R�@�~�V�@�K��� � �=�?�@�w�*�@� � �*·~�@� �@� �N� � §V�V�@�K�����*�t�@�É� �Ð� ������� � ���
{ a |Ra �*�g��§��@�����*� } �'��� �� ª��x�.� � ¥ � �à� � �����~�5�à� �I� �?���C��¡1���.�t�.�@�?� � �~��ª

� �NMPORQ�S�TVU	W%X%Y[Z#\�][^[_A`*S�a�U
J(A)

b f ^!a	\,OxY�^�]�]¢S f U?b�TÒO } ^�l f A i ][b�TK_�b�j�^ f U	m^ A/J(A) d q f Oga5^!a�U	Y�Q�^�m[o {| ^!a5S f~} l	Y.� Ô��g¡t� � �@�³¤��.�R���¿�C�K���I�*�t�@� J(A) �x���g�g�t���@�K� � ����¶�ª J(A)
�@�

AA � � �*�g���@�g�g���C�@¤*¤K�
�g¥*�.�@� � � �g� � �Â�c����� � �����@ª��³�~ ?�.� A  ?�.�t�.�»¥*�g���.� � � º �.� J(A) �¦� � � � �*�~�s�@�g�~�Í�C�@¤*¤V�g¥*�.�@�g�@�Â�?� � «*�
 ?�.�t�.�y�C�@�=� � � � ������� � �������?���5�P�g�z�c�.�@� � §#�C�K��£ J(A) = M1 ∩ . . .∩Mn ªAÓ(���=�g�?���C«K� � ϕ : AA →
A/M1 ⊕ · · ·⊕A/Mn ���=¥*�*�~�*�²�!�*�t�c�t���@�CÜ � �¨�*�µ��� � ���.�~�#��� ϕ(a) = (a+M1, . . . , a+Mn) ���g�=�
¥*�.� a ∈ A �¦� � ª�Ôè�*�*���H� � ��� � M1 ∩ . . . ∩ Mn = J(A) �K���.�V��� A/J(A) ¤��.�@�@� �@�.º ¥*���» ?���t�.�à�C�@�
�.�@�=� � ����¶Û���#¥*�*�g�*�¹¥*�~�C���=�¨�t�C� � �.�t��¤�� A �x�t�~�@�C���¯¥*�¼� � ���Ð�.�@�=°K�C� � � A/J(A) �x�t�~�@�C�¨�g�¹���@�K� � ����¶
���#¥*�*�g�*�C�@���P�����V��� � ¥*�������=�»�t�C� � �.�*�Í�.�¼·~�@� � �*� � �Ë���.� � ���=¥*�*�~�*� � � A/J(A) �g�¼�x�.�~�g�t�.�@�=� � ���C¶
A/J(A) �!���#¥*�*�g�*�.ª���

I/A �t�~� � ���@�*�t�@� A/I �x�.�~�g�t�.�@�=� � ���C¶�� � �=�?�@� A/I �h¤��.� � 0 �.�g¡?�@�~�?� � �*�~�s�@�g�~�?�C�@¤*¤V�g¥*���@�~�@�
�����C� � �������?�.�5�.ª�Ý�� � �#�?�@� A �¦¤ � �¢� � �.�à�C�@¤*¤V�g¥*���@�~�@�¨¡t�µ�?��§��.�*� � �~�5�����c� � �K�g�s�@�~�g� � ���,����������� � ���C«K�
I �¦¤����N  � ���*�����V��� �@� �t�C� � ���à� � �K�g�s�@�~�g���C�@¤*¤V�~¥*���@�9�c����� � �����ß�~�P�C�.� � � I �¦�*����ª

� �NMPORQ�S�TVU	W%X%Y[Z#\�][^[_A`*S�a�U
J(A/J(A)) = 0 {| ^!a5S f~} l	Y.� Ô � �?� �  ?�����g���H�?�� ?���C�?� � �c�.�5�?� ��� ªA�x�.� � ¥ � ��� � �L�� �Ð½¿¾w�!À¨ã9^!a�U5^�T

radM
b	Q

M
j�S } Z f Z#YIj�b�n�O¿jcl f OxY�mq[Y�Q�jsS } Z f Z5Y.b@O¿T�b	\cj�^�X7Y�Q�^�XD^ { MPORQ�S	T'U	W¿X7Y[Z#\s][^[_`*S�a@U Ç q!a#^[Y } O¿j�^�T*Q�O¦u,Y A

b f a5^�].mCb d�e	fge XhX rad M = MJ(A)
_àq�Y¹`Kb

M Ç q!a#^[Y�^�TÏa5^�T�^�mCl f X%_kb	\,\tS	m
U ≤ M

_
U + rad M = M

^[Y�^�X�q�T
U = M {| ^!a5S f~} l	Y.� ¬ � M ���g�*¥*�.� U � � �*�~�s�@�g�~�y�C�.� � ���#¥*�*�g�*����� � (M/U)J(A) = 0 � �@�.�@� MJ(A) ≤

U �Í� � ���C� MJ(A) ≤ rad M ª��6�@��¥*·��C  � � �@� M/MJ(A) �c�=¥*�*�g�*�²� � �*�5�*�g�g�@� � � J(A) �Ú·g�@�Ë� �
A/J(A) �!���#¥*�*�g�*�.�=¥*� A/J(A) �x�.�g�~�t�.�@�K� � ����¶��V� � ���µ� M/MJ(A) �g� �@� ���g�?� A/J(A) �¦���=¥*�*�~�*�.�
¥*� � �=�?�@� A �¦���=¥*�*�~�*�µ�?�.�?�z�~�z�.�@�K� � ����¶*���¼¥*�������=���t�C� � �.�t��ªèÔ�¤*¤�¡t�6�?�� ?���C�?� � �~���=�*�t�@� M/MJ(A) �
¤ � � � 0 �.�~¡?�@�g�®� � �K�g�s�@�~�g�z���.� � ���=¥*�*�~�*�C�@�N�c����� � �������?�.�?����·~�@�N� � �.�³� � �*�~�s�@�g�~�����.� � ���=¥*�*�~�*�C�@�
¡t�µ�?��§��.�g�*��� æh� ���.���?��� M �¦¤���� � � �K�g�s�@�~�g� � �'çÚ������� � ����� MJ(A) �¦¤ � �±  � ���¯�.� � �#�?�@� rad M ≤
MJ(A) �g�P�g� �@� ª

Ó(���@�K«K�Ù�x���h�à�*�t�@� U + rad M = M ��� U < M ªÎÔA�=�?�@� �  ?�.�t�.�µ�.� �t���*����@�~�C���@�Ð�.� �� �@���=�!�~�.��� � �c� � �C�ß  � �Û�t�~� � � U ≤ U0 < M �¯�*�t�@� U0 � � �*�~�s�@�g�~� M �¦¤�����ª����g� � �t�5� � �#�?�@�
rad M ≤ U0 �g�P�g� �@� �V·g�@� U + rad M ≤ U0 < M � � �c���.�g�~�.�?�����t�*¥V�@�.ª
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p i `*b�X Ç l�TVU�m�^�T } oÐr[Y�SÊVS	m�X p
\@b�m�b	\,XD^�m[OxYQ�X7O¿\@l²p[v�XD^[Y[X d�e	fge XhXhOàr[Y�SÊVS�m[X�b fåia5^�].mCl²p.l@T�b	\��=b5rS?]�Y�S	T i mCb } O¿\@l f p.bHb,Q�S,\@]�u f b	Qs^ f ^�j�^[\t][Ì f l fxf _kb�j�^ f U?^[\	T�q f b,Q�^!a�U�Ã=X7X7`Kb�XDu,\ e YYQ�^!a5^

0 {| ^!a5S f~} l	Y.� Ôè�~¡t� � �@�9¤��.�g���¿�C�K� |G| �¦���� ?�t� � �C�?� �.º �~�*¥*�K� ¸ � º   � �7�@�*�t�@� G �!�*���I�.�@�?���C�g�.�¹���C���.¥*� ¸ ��¤V�g�~�g�
����§*�C� � �.�?�� ¸ � º � �   � ��� � �C���~ =�R�@�~�g�y����§*��� � �.�5��� ¸ � º ª Ñ ���@�?�.� ϕ : G → GL(V ) �~�C�C�.¥*� ¸ �~¤V�~�g�~�.ª �³�~ ?�.�
G p � ¸ �C�@§��@�C��� Z(G) 6= 1 ª Ñ �.�@�?�.� 1 6= g ∈ Z(G) ª ��� |G| = pn � � �=�?�@� (ϕ(g))pn

= ϕ(gpn

) =
ϕ(1) = I ��·~�@� ϕ(g) �c�g�*�g���@�~§��t�~�g�*�t�k� � �t� � � º � �¼�@� xpn

− 1 = (x − 1)pn æh�
p � � � � �=�C�����g� � ���~� �

��� � �C����ç©§��t�g�~�*�t��� � ����� � ���C� ϕ(g) �!�*���Ð  � � 1 �!�*� � � � �C��� �.º � � �����µ ?���=���@� � ª Ñ �.�@�?��� V1

�
ϕ(g)

�C� � �*� � �x�@���s� ¸ � º 1 �!�*� � � � �C��� ��º � � ����� � �~�����C�@ª¯¬ g ∈ Z(G) �x���~���� ?���Ú��� � �C�z� � Imϕ �!�~�5  � ���g�@�*�.�V·g�@�
V1 = V �5�.� g ∈ Ker ϕ ª¯Ý�� � �#�?�@� ϕ̄ : G/ 〈g〉 → GL(V ) �g�A�~�C����¥�����§*��� � �.�5��� ¸ � º �#�.� �@� �g�*¥*�K� ¸ � º �
�x�.������ ?�.�Ú��� � �C�z�µ���~ =�R�@�g�~�.�=�����V��� ϕ �g� �@� ªÑ �.�@�?�.� A = KG �.� M0 = {

∑

g∈G

λgg |
∑

g∈G

λg = 0 } ª M0 �?�K�~�~ ��@�³�C�.� � ���#¥*�*�g�*� AA �h¤ � ���
�.� 1 �?�#¥*�g���.� � � º �.���C�.�V����� � �*�~�s�@�g�~�y�g�.ª �Ï�@�µ���.� � ��¤'�������.��� M � � �*�g���@�g�g�y���#¥*�*�g�*�µ� � AA/M�@� �.�@�?�����g�.���#�C���~ =�R�@�~�g�A���=¥*�*�~�*�C� � �'�g�.�*��� ¸ � � ��� � �t���@���!�5·g�@� � � � �=���@�C���=¥*�*�~�*�µ¤ � � 1 · g = 1 � �@���@�
1 − g ∈ M ���g�*¥*�.� g ∈ G �¦����ª ���g� � �t�?�k� � ��� �@� �.�~�.�����H�K�g�t���*����@� ����� M0 �¦���6���.�V����� M0 ≤ M �
�.��·~�@� � � � �*�~� � �g����@�I��� � �C� M = M0 ªËÔ �.� �.�y¤��.�g���C���K�����*�t�@� M0

�@� �.�@�?�����~�.�Ë� � �K�g�s�@�~�g�
���.� � ���=¥*�*�~�*� AA �h¤ � ���6���Ú·~�@� J(A) = M0 ªL ���Ð½¿¾w�!À1MPORQ�S	T'U	W¿X7Y[Z#\¼]�^_è`VS�a�Uw^!a@U
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