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1. Legyen I < R. Bizonyitsuk be, hogy ha minden x € I-re 1 —x jobb invertdlhaté R-ben (azaz
I jobb kvdzireguldris), akkor minden x € I-re 1 — x invertdlhatd is (azaz I kvdzireguldris).

Megoldds: Tegyiik fel, hogy minden = € I-re 1 — x jobb invertilhat6 R-ben. Egy adott
x-re legyen =’ € R olyan, hogy (1 — z)2’ = 1. Ekkor 2’ = 1 — (—z2'), ahol —xa’ € I, igy
2’'-nek is van jobb inverze, méasrész 1 — x az 2’ bal inverze, igy 2’ invertalhato, és inverze
1 — x, tehat 1 — x is invertéilhato.

Egy X részmodulus kicsi M-ben (X << M), ha minden Y < M-re X +Y = M-bél
kovetkezik, hogy Y = M.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha Y < X << M és Z < M, akkor
a) Y << M;
b) X << M/Z.
Megoldds: a) HaY +U = M, akkor X + U >Y +U = M miatt X + U = M, és igy
U=M.
b) Ha X +U = M/Z, akkor X + U + Z = M, de X << M, ezért U + Z = M, azaz
U= M.

3. Bizonyitsuk be, hogy minden 1-elemes R gyiriben igazak az aldbbiak.

a) J(R)<R.

b) J(R) << Rpg.

¢) J(R)={z € R|1—rxs invertdlhaté Vr,s € R }.

d) J(R) ugyanaz, ha mazimdlis jobbidedlok vagy maximdlis jobbidedlok metszeteként de-
finidljuk.

Megoldds: a) J(R) = N Ann(S), ugyanis J(R) benne van az annullatorok met-
S egyszerd
szetében a 2. feladatsor 3. feladata szerint, méasrészt az annullditorok metszete an-
nullal minden R/M faktormodulust, ahol M < Rp maximalis, tehat az annullatorok
metszete benne van minden maximaélis jobbidealban. Mivel jobbmodulus annull4dtora
ideal, J(R) is az.

b) J(R)+ U = Rg, U < Rp esetén a Zorn-lemma és 1 € R miatt van olyan maximalis
Up modulus Rg-ben, amely tartalmazza U-t. Ekkor viszont J(R) + U < Uy < M
ellentmondés. Tehat J(R) << Rpg.

c) Legyen z € J(R). Ekkor 1 = (1—xz)+z € (1—x)R+J(R), igy (1—z)R+ J(R) = R.
De akkor J(R) << Rp miatt (1 — )R = R, ezért 1 — x jobb invertdlhat6 minden
x € J(R)-re. Az 1. feladat szerint ekkor 1 — z invertalhat6 is minden = € J(R)-re.
Mivel J(R)< R, rzs € J(R) is igaz minden 7, s € R-re, tehat az el6bbiek miatt 1 —rzs
is invertalhat6. Forditva, ha = ¢ J(R), azaz * ¢ M valamely maximéalis M < Rp
modulusra, akkor M + xR = R, igy van olyan m € M és r € R, amelyre m + xr = 1,
ezért 1 —xr = m € M miatt 1 —zr nem invertalhato, tehat z nem eleme a jobb oldali
halmaznak sem.

d) A c) ugyanazt a halmazt adja meg a jobb- vagy bal idealokkal definialt J(R)-re.

4. Adjunk példdt olyan
a) R gyirire, amelyre R/J(R) nem féligegyszeri;
b) R gydrire, amelyre J(R) nem nilpotens;
c¢) olyan Mpr modulusra, amelyre rad M nem kicsi M -ben.
Megoldds:  a) J(Z) = 0, ugyanis a maximalis (jobb) idealok a pZ idealok p primekre,
viszont ezek metszetében csak olyan szdm lehet, ami minden primmel oszthaté, azaz
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csak a 0. Viszont féligegyszerti Z-modulus csak Z,-k direkt osszege lehet, és ebben
minden elem véges rendi, igy Z/J(Z) = Z nem lehet féligegyszert.

b) Legyen R = R[[z]], az R folotti 0 koriili hatvanysorok gytrtje. Itt pontosan azok az
elemek invertalhatok, amelyeknek a konstans tagja nem 0 (az inverz egyiitthatoéit a
legkisebb indexiit6l kezdve ki lehet szamolni), igy a konstans tag nélkiili hatvanysorok
alkotjak az egyetlen maximalis idealt, tehat a J(R)-et is. Erre J(R)" = {a,z" +
i1z 4+ la; €RY A0

c) Qyz-ben nincs maximéalis ideal, ugyanis akkor Z, homomorf képe lenne az oszthato
Q-nak (oszthat6é: minden elemnek van n-edrésze), mikézben Z, nyilvinvaléan nem
oszthaté. Tehat J(Q) = Q, és ez nyilvan nem kicsi 6nmagéban.

5. (Hf) a) Legyen a: M — N modulus-homomorfizmus. Bizonyitsuk be, hogy (rad M)a <

rad N.
b) Bizonyitsuk be, hogy rad( ® M,;) = & rad M.
il =
Megoldds:
b) <: M = & M;-ben maximalisak azok a direkt Gsszegek, ahol egy komponensnek

el
egy maximaélis részmoduluséit vessziik, a tébbi helyen pedig az egész modulust. Ezek
metszete viszont @ rad M;, tehat rad M < @ rad M,;.
i€l icl
>: Legyen «; : M; — M a természetes beagyazas. Erre alkalmazva az a) részt azt

kapjuk, hogy rad M; < rad M minden i-re, azaz & rad M; < rad M.
icl

6. Bizonyitsuk be a Fitting-lemmdt, azaz, hogy ha M mazimum- és minimumfeltételes modu-
lus, és ¢ € End(M), akkor van olyan n, amelyre M = Ker ¢™ @ Im ¢™.

Megoldds: Mivel Kerp < Kerp? < ... és Imp > Imp? > ..., a minimum- és maxi-
mumfeltétel miatt van olyan n, hogy Ker ¢ = Ker p" ! = ... és Im " = Im " ! = ...
Belatjuk, hogy ekkor R = Ker¢"” @ Im¢™. Ha u € Ker ™ NIm ", akkor u = ve™ va-
lamely v-re, és up™ = 0, igy v € Ker p?>" = Ker ", tehat u = vp™ = 0. Masrészt
tetszéleges r € R-re r¢" € Im ™ = Im 2", tehit van olyan u, hogy ro" = up?", igy
r—up™ € Ker ™. Ezért r = (r — up™) + up™ € Ker @™ + Im .

7. Hatdrozzuk meg a Z9S3 = 7o D3 csoportalgebra direkt felbonthatatlan projektiv modulusait.

Megoldds: Legyen f az egyik harmadrendd forgatas, ¢ pedig az egyik tiikrozés Ds-ban, és
legyen A = Z5D3. Egy csoportalgebraban tetsz6leges H részcsoport elemeinek u Gsszegére
u? = |H|u, igy char K | |H| esetén u nilpotens, kiilénben pedig (1/|H|)u idempotens.
Ebben az esetben 1 4 f + f? idempotens, s6t centrilis idempotens is, mivel teljes kon-
jugaltosztalyok dsszege. Tehat a komplementerével, f + f2-tel egyiitt A-nak gytriik direkt
osszegére valo felbontasat adja: A = (1 + f + f2)AD(f + f?)A. Az elsé komponens 2-
dimenzids, és van benne egy 1-dimenzi6s nilpotens ideal, amelyet D3 elemeinek az Gsszege
generdl, tehat a radikallal vett faktora egyszert, és igy nem bonthaté tovibb modulu-
sok direkt Osszegére. A masodik komponens viszont 4-dimenzids, ebben probilunk még
idempotenseket keresni.

Legyen z = f + f2?. Ekkor zA-nak mint vektortérnek bazisa { z, zt, 2 f, 2 ft } (2% =
2+ zf, 2f* = 2t + 2z ft).
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A kovetkezd a szorzastabla a baziselemeken:

z zt zf zft
z z 2t zf zft
zt zt z zt+z2ft] 2+ z2f
zf zf zft z4zf |zt + zft
zft zft zf zt z

Ebbdl egyszertien kiszamithato, hogy egy az + bt + czf + dzft elem négyzete (a +
b+ c+d+bd)z+ (be)zt + (¢)zf + (cd)zft (hasznélva azt is, hogy z? = x igaz Zs-ben).
Tehéat zA egy eleme akkor idempotens, ha a =a+b+c+d+bd, b = bc és ¢ = c¢d. Ha
¢ = 0, akkor ebb6l b = d = 0, és akkor nem kapunk 1j idempotenst. Marad az, hogy c =1
ésb+d+1+4+bd =0, azaz (b+ 1)(d+ 1) = 0, vagyis b és d egyike 1. Példaul z(f + t)
idempotens, és ennek kiegészitGje z + 2z f + zt. Mindketts kétdimenzios alteret generil, és a
harom nem 0 elemiiket f ciklikusan permutalja, ¢ pedig egyet fixen hagy, kett&t megcserél.
Ebbél 1atszik, hogy irreducibilis és egymaéssal izomorf a kapott két modulus (az izomorfiat
az is mutatja, hogy t - 2(f + t)A = 2(f*t + 1)A = 2(1 + f + t)A). Tehéat ZyDs-nak két
nem izomorf 2-dimenzi6s direkt felbonthatatlan projektiv modulusa van: (1+ f + f2?)A és
(fF+ A +t)A =1+ f2+ ft + f?t)A ezeknek egy-egy példanya a csoportalgebraban.
Az els6nek van egy nemtrivialis radikalja, a masodik viszont egyszerti modulus.

. (Hf) Hatdrozzuk meg a Z3Ss csoportalgebra Jacobson-radikdljit. Hdany direkt felbonthatat-
lan projektiv modulusa van Z3Ss-nak, és ezek hdny dimenzidsak?



