Gytiriik és csop. repr. 4. feladatsor — megoldasok 2010. oktober 8.

. Adjuk meg Sy-nek egy 3-dimenzios valds irreducibilis reprezentdcidjdt, és hatdrozzuk meg
ennek a reprezentdcionak a karakterét.

Megoldds: A szabélyos tetraéder egybevagosagi csoportja Sy, és ha egy ilyen tetraédert
koézéppontjat az origbba tessziik, akkor az egybevagosagai a 3-dimenzids valos téren linearis
transzforméaciok lesznek. Vegyiik fel azt a bazist, amelynek elemei az origobol a tetraéder
harom csticsdba mutat6 vektorok (ekkor a negyedik csicsba mutaté vektor ezek Osszegének
ellentettje, mert az atlaguk 0 kell, hogy legyen). Ebben felirva minden konjugaltosztalybdl
egy transzforméciot, a kovetkezs méatrixokat kapjuk (a permutéacioknak az a transzformacio
felel meg, amelyik a négy csicsot az adott permutéicié szerint permutilja, és a harom
béazisvektor az elsé harom csiics helyvektora):

1 00 0 1 0 010
X(1)=10 1 0 X((12)34)=| 1 0 0 X((123))=10 0 1
0 0 1 -1 -1 -1 1 00
0 1 0 0 1 0
X((12)=11 0 0 X((1234)=| 0 0 1
0 01 -1 -1 -1

Igy x(1) = 3, x((12)(34)) = —1, x((123)) = 0, x((12)) = 1, x((1234)) = — 1.

. Bizonyitsuk be, hogy egy irreducibilis karakternek és eqy linedris karakternek a szorzata
mindig irreducibilis.

Megoldds: Legyen x € Irr G és A lineéaris. Ekkor [Ay, \x] = |G| E AMg)x(g)A(g)x(g) =

% ST IM9)?x(9)|>. De A(g) egységgydk, igy |A(g)|> = 1, és ezert az utobbi Osszeg
gEG

D6 x] =

. Hatdrozzuk meg Ay és S5 karaktertdbldjdt.

Megoldds: Aj-nek a kommutator részcsoportja a 4-elemt Klein-csoport, igy harom linearis
karaktere van, ami az A4/A), = (3 karaktereinek felel meg: a harmadrendid elem
tetsz6leges harmadik egységgyOokbe képz&dhet, az inverze pedig ennek konjugiltjaba.
Az egyetlen nem linearis karaktert ezutidn az ortogonalitdsi relacidk segitségével is
kiszémithatjuk de megkaphatjuk agy is mint 54 mér ismert (Valamelyik) 3- adfokl’l ir—

s 02

harmadik egységgyok. A tovabbi szamolasokhoz segltsegul alljon itt S, karaktertablaja is.

Ay 1 () | (123)¢ | (321)¢
1 1 1 1
1 1 € 3
1 1 € €
3 —1 0 0
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Sy 1 (.)(.) (...) (..) (....)
p1 1 1 1 1 1
0o 1 1 1 ~1 ~1
¥3 2 2 -1 0 0
4 3 -1 0 1 -1
2 3 —1 0 —1 1

Ss-nek hét konjugaltosztilya van. Az alabbi tablazatban a konjugéiltosztalyoknal indexben
a méretiik is fel van tiintetve.

Ss T (D) ()20 [ ()24 ()10 | ()30 (L)) 20
X1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 1 1 1 -1 ~1 1
X3 4 0 1 ~1 2 0 ~1
Y4 4 0 1 -1 —2 0 1
X5 5 1 ~1 0 1 ~1 1
X6 5 1 ~1 0 ~1 1 1
X7 6 —2 0 1 0 0 0

A lineéris karakterek a trivialis és az, amelyik paros permutéiciokhoz 1-et, paratlanokhoz
—1-et rendel (t6bb linearis nem is lehet, mert a kommutéator részcsoport, As ketts in-
dext.) Az S5 természetes permutaciéreprezentaciojabol szarmazé permutacios karakter
(<pf5) értékei a konjugaltosztalyokon (5,1,2,0,3,1,0), és ennek komponense a y1, viszont
X3 = gof5 — x1 mar irreducibilis, x4 = x3X2 szintén irreducibilis a 2. feladat eredménye
szerint. Tovabbi indukalt karakterek S;-rél mint az egyik elem stabilizatorarol: x := <p§5 :
(10,2,-2,0,0,0,0), és (,0455: (15,-1,0,0,3,—1,0). Az utobbinak komponense a ys, és a
maradék ¢ : (11,—-1,-1,1,1,—1,1). Az igy kapott 10-edfoka y és 11-edfoku 1) karak-
ternek mar x1, X2, X3, x4 mindegyikével 0 a skalaris szorzata, [x, x| = 2, [¢,¥] = 2, és
[x,®] = 1, tehat y és v is két 4j irreducibilis karakter Gsszege, amelyek koziil egy kozos:
X = X5+ X6, ¥ = X5+ X7. X5 és x7 koziil valamelyik nem 0 a paratlan elemek Gsszes
konjugéltosztalyan, mert ¢» nem 0 itt, igy a xo-szerese téle kiilonb6z6 irreducibilis karak-
ter, és csak az lehet xg. 1 méasik komponensének a yo-vel valé megszorzasa viszont nem
ad 10j karaktert, tehat annak a péaratlan elemek konjugéltosztalyain 0 az értéke. Ebbdl
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kovetkezik, hogy xs = X2X5, €s x ezek Osszege, tehit az els6 négy oszlopnak ezeket a
sorait ki tudjuk tolteni, aztan 1-bél a hetedik sor elejét is. Méasrészt x5 az utols6 harom
oszlopon meg kell, hogy egyezzen 1)-vel, és ennek alapjan be tudjuk fejezni a karaktertiabla
kitoltését.

. (Hf) Egy papirusztekercsen egy tabldzatot taldltak, amirdl feltételezik, hogy egy véges cso-
port karaktertdbldja. Sajnos, néhdny helyen mdr nem olvashato a szdm. FEgészitsik ki a
tdblazatot (vegyiik figyelembe, hogy a sorok és oszlopok esetleg nem a megszokott sorrendben
vannak, tehdt az 1 elemhez tartozo oszlop nem feltétleniil az elsd, és a trividlis karakter nem
feltétlenil az elsé sorba kerilt)! Mekkora a csoport rendje, konjugdltosztilyainak mérete,
milyen rendd normdlosztoi vannak? Mekkora a csoport centruma? Hdny olyan csoport
van, aminek ez a karaktertdabldja?

1 1 -1
1 1 -1

2 -1 -1 0 0
1 1 -1 -1 1
2 -2 -1 1

. Bizonyitsuk be, hogy eqy nemtrividlis csoport karaktertdbldjanak minden sordiban és minden
oszlopdban legaldbb két nemnulla szam van.

Megoldds: A trivialis karakter sorira nyilvan igaz ez. Ha 1g # x € Irr G, akkor 0 =
k

bolel = o T x(9) = a7 X IKilx(g0), & Ky = {1} esetén x(g1) # 0, fgy van masik
g€ i=

konjugaltosztaly is, amelynek g; reprezentans elemére x(g;) # 0.
Az 1-nek az oszlopa a karakterek fokait tartalmazza: ezek nem nullak, g # 1-re pedig

k
> xi(g)xi(1) =0, és a tagok koziil 16(g)1g(1) # 0, igy van még egy nem nulla tag.
i=1

. Bizonyitsuk be, hogy 1 mindig szerepel eqy permutdcids karakter irreducibilis dsszeadandoi
kézott. Mennyi az 1¢ egyiitthatdja?

Megoldds: [x,1q] = ﬁ > x(g9) = ﬁ > |Fix(g)|, és ez a Burnside-lemma szerint éppen
geG geqG
az orbitok szdma. (Az {(a,g)|a € Q, g € G, ag = a} halmaz elemeit kétféleképpen

megszamolva kapjuk, hogy a fixpontok szdmanak Osszege a stabilizatorok elemszamanak
Osszegével egyenls, ami viszont orbitonként |G|.)

. (Hf) Tegyiik fel, hogy H < G, és x hiiséges karaktere G-nek. Bizonyitsuk be, hogy H akkor
és csak akkor Abel-csoport, ha xg minden irreducibilis osszeadanddja linedris.
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8. Legyen G Frobenius-csoport, N < G a Frobenius-mag (azaz N = {g € G|g ¢ (H" \
{1})Vz € G}). Bizonyitsuk be, hogy ha x € Irr N, akkor x© € Irr G.

Megoldds: Késébb visszatériink ra.



