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. (Hf) Legyen H, K < G gy, hogy HK = G, és legyen ¢ osztdlyfiggvény a H csoporton.
Bizonyitsuk be, hogy (09)k = (prnK)X

. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi karaktertdbla izomoria erejéig csak eqyetlen csoport karak-
tertdbldja lehet (e = —3 + @2)

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 € g € g
1 1 1 5 € g €
3 3 -1 0 0 0 0
2 -2 0 -1 -1 1 1
2 —2 0 —€ —& € g
2 —2 0 —& —€ g €

Megoldds: A csoport 24 elem, 2 elemii centruma van, és a konjugéltosztilyok elemszama,
rendre 1, 1, 6, 4, 4, 4, 4. Az els6 harom konjugaltosztaly egy 8 elemti normélosztét alkot,
amelynek van nem linearis irreducibilis karaktere (az 6t6dik karakter megszoritésa), igy ez
egy nem kommutativ 8-adrendii csoport. Mivel van benne legalabb 6 azonos rend( elem, a
két lehet8ség koziil csak a kvaternidcsoport lehet. Igy a csoport a kvaterniécsoportnak egy
3-elemt ciklikus csoporttal (egy 3-Sylow-részcsoporttal) vett szemidirekt szorzata. Mi-
vel a centrum csak kételemt, ez nem direkt szorzat, tehat a Cs-nak az Aut(Q)-ba valo
beagyazasa hatarozza meg a szemidirekt szorzatot. De Aut(Q) = Sy, és itt minden har-
madrend( elem konjugélt, tehat az Osszes lehetséges szemidirekt szorzat izomorf egymassal.
. Bizonyitsuk be, hogy Z(G) = [\ Z(x).
x€lrr G

Megoldds: <: Z(G)Kerx/Kerx < Z(G/Kerx) = Z(x)/ Ker x minden x € Irr G-re, igy
Z(G) < Z(x)-

>: Ha g € Z(x) minden x € Irr G-re, akkor g € Z(G/Kery) Vx € It G = [3,7] =1
G/Ker x-ben Vx € G, Vx € IrG = [g,2] € Kerx Vx € G, Vx € IirG = [g,2] €

N Kerx=1VxeG=geZ(Q).

x€lrr G
. Bizonyitsuk be, hogy nem izomorf Abel-csoportoknak kiilonbézd a karaktertdbldja.

Megoldds: A ciklikus normalosztokat meg lehet talalni a karaktertidbla alapjan mint az egy
elemet (egy konjugaltosztalyt) a magjaban tartalmaz6 karakterek magjanak metszetét. Az
is megallapithato, hogy egy csoport adott normalosztok direkt szorzata-e, mert leolvashato,
hogy mindegyik norméaloszt6 diszjunkt-e a tobbi generatumatol, és hogy egyiitt generaljak-
e az egész csoportot. Igy a karaktertabla alapjan megmondhatjuk, hogy az adott Abel-
csoport hanyadrendi ciklikus csoportok direkt szorzata.
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(Hf)
a) Bizonyitsuk be, hogy ha A Abel-csoport és x karaktere A-nak, akkor [x, x| > x(1).
b) Legyen A < G, A Abel-csoport, x € Irr G. Bizonyitsuk be, hogy x(1) < |G : A|.

. Tegyiik fel, hogy G-nek van olyan hiiséges komplex reprezentdcidja, amelynek foka kisebb a
|G| legkisebb primosztdjindl. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G Abel-csoport.

Megoldds: x felirhaté irreducibilis karakterek Osszegeként, amelyeknek foka osztoja |G|-
nek, igy a feltétel miatt csak linearisak lehetnek: x = > \;. De 1 = Kery > N\, > &,
igy G' =1, azaz G Abel.

. Legyen x a G csoport egy karaktere. Definidljuk a det y : G — C* leképezést a (det x)(g) =
det X (g) dsszefiiggéssel, ahol x az X reprezentdcid karaktere. Bizonyitsuk be, hogy det x
jol definidlt linedris karakter.

Megoldds: Ha X és Y ugyanazt a x karaktert adjak, akkor ekvivalensek, azaz Y (g) =
P71X(g)P valamely P-re, és det P~'X(g)P = det X(g). det X valéban reprezentécio,
mert det X (gh) = det X (g) X (h) = det X (g)-det X (h), és mivel C*-ba képez, det x linearis.

. Bizonyitsuk be, hogy egyszeri csoportnak nem lehet mdsodfoki irreducibilis karaktere.

Megoldds: Tegyiik fel, hogy x € Irr G, és x(1) = 2. Mivel x(1) | |G|, G péros rendd,

801 50 ], ahol ¢1,e5 mésodik egységgyokok,
2

tehat vagy x(g) = £2, és akkor Z(x) > 1, ami ellentmond G egyszertiségének, vagy

{e1,e0} = {1,—1}, és akkor det y nem trividlis linearis karakter, igy G’ < G, és ez

megint ellentmond annak, hogy G' (nem Abel) egyszerii csoport.

és igy van masodrendi g eleme. X(g) ~



