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. Bizonyitsuk be, hogy ha K, H < G, ¢ € Irr H, és (V) irreducibilis, akkor G = HK.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy [(¥)x, (Vrnx)X] #0.)

Megoldds: [(v%)k, (Yunx)™] = [(V9) k) Hnk, YanK] = (V) BaK, VHAK] =
(Vi) HnKs Yrnk] # 0, mert [(VF) g, ¥] = [,¢] # 0 és ¢ € Irr H miatt + direkt
osszeadandoja () y-nak, és igy a H N K-ra valé megszoritottjaikra is igaz ez. Mivel

(%) i irreducibilis, ebbdl kévetkezik, hogy (1)“) direkt dsszeadanddja (v gnx )X -nak,
és igy |G : H[yp(1) = v©(1) = (°)x(1) < @Wunk)®(1) = |K : (HNK)[(1), amibél
|G| < |H||K|/|HNK|=|HK]|, tehat G = HK.

. Legyen G egyszeri, x € Irr G, x(1) = p prim. Bizonyitsuk be, hogy G p-Sylowja p elemd.
(Utmutatds: Ha a p-Sylow nem Abel, akkor Z(P) < Z(x).)

Megoldds: A x(1) = p feltevés miatt |G| oszthato p-vel, tehat G-nek nem trivialis p-
Sylowja van, legyen ez P. Ha yp irreducibilis, akkor 1 # Z(P) < Z(xp) < Z(x), de az
utébbi g egyszertisége miatt trivialis, ez ellentmondas.

Tehat xp nem irreducibilis, és igy minden irreducibilis komponensének foka p-nél
kisebb, masrészt osztoja |P|-nek, tehat csak 1 lehet. Viszont G egyszertisége miatt x
htiséges, tehéat ha y p minden komponense lineéris, akkor P-nek Abel-csoportnak kell lennie.

Minden 1 # = € P-re Cg(x) > P miatt p J|K(z)| és Z(x) = 1, igy a Burnside-tétel
miatt x(z) = 0. Ezért xp =a-p=a-3_ 1, p ¢ valamely a > O-ra, igy [xp, i) = a # 0
minden i-re, tehat xp(1) = a-|Irr P| > | Irr P|. Viszont xp(1) = p, ezért p > |Irr P| = | P,
kévetkezésképpen |P| =

. Bizonyitsuk be, hogy ha G valamely automorfizmusa minden karaktert helyben hagy, akkor
minden konjugdltosztdalyt is helyben hagy.

Megoldds: Legyen K egy konjugéltosztaly, és tegyiik fel, hogy a ¢ automorfizmus minden
karaktert helyben hagy. Ekkor g € K, x € Irr G-re x(g9) = x?(9%) = x(g7), tehat I és K7
oszlopa megegyezik a karaktertablaban. Az ortogonalitasi relaciok miatt ebbdl kovetkezik,
hogy K = K°.

. Legyen G eqy Frobenius-csoport, N magqgal és H komplementummal. Bizonyitsuk be az
aldbbi dllitdsokat.
a) Minden 1 # x € N-re Cg(z) < N.
b) Tetszbleges 1 # h € H-ra a h-val valé konjugdlds nem hagyja helyben N semelyik nem
trividlis konjugdltosztdlydt.
c¢) Tetszéleges 1 # h € H-ra a h-val valé konjugdlds nem hagyja helyben N semelyik nem
trividlis irreducibilis karakterét.
d) N minden nem trividlis irreducibilis karaktere konjugdlt eqymdssal G-ben.
e) Minden 1y # ¢ € Irr(N)-re ¢© € Irr G.

Megoldds: a) Tegyiik fel, hogy van olyan g € G\ N, amelyre [z,g] = 1. Ekkor g = hY
valamely 1 # h € H-ra és y € G-re. Igy [z,hY] = 1, ebbél [a;y_l,h] = 1, tehat
z=aY ceh*=h=HNH* #1=2€ HNN =1= 2 = 1, ami ellentmond a
feltevésnek.

b) Ha 2" = z¥ valamely 1 # 2 € N, y € N, 1 # h € H-ra, akkor A x, ezért
hy=!t € Cg(z) < N, ésy € N, tehat h € NN H = 1, ellentmondas.

c) A konjugaltosztalyok permutélasa oszlopmiivelet, a karaktereké sormiivelet a C' karak-
tertablan mint k£ x k-as matrixon, és erre PC = C(), alkalmas P és () permutécios
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maétrixra, ahol tr () = 1, mert az els§ konjugaltosztaly helyben marad, a t6bbi mind
més konjugaltosztalyba képzédik. Az ortogonalitéasi relaciok miatt C invertalhato, és
C~'PC = Q, igy trQ = tr P = 1. De (Q is permutaciés matrix, és az atlojanak elss
eleme 1 (a trivialis karaktert helyben hagyja a konjugalas), igy a t6bbinek 0-nak kell
lennie.
d) [(¢%)n, 0] = [¢%, %] # 0, igy a Clifford-tétel szerint (0%)ny = e- > ¢;, ahol p;-k a
¢ konjugaltjai, és e = [(¢%)n,¢]. Mivel H fixpontmentesen hat a konjugalassal N
nem trividlis irreducibilis karakterein, az utébbiaknak minden H szerinti orbitjdban
|H| karakter van. Rdadasul N helyben hagyja a karaktereket, igy a G = N H szerinti
konjugaltak a H szerinti konjugaltak, azaz p-nek G-re nézve |H| konjugaltja van.
Ebbdl (¢“)n (1) = e|H|p(1), masrészt (¢%)n (1) = ¢“(1) = |G : Nlp(1) = |H| (1),
tehat e = 1, amibél [, p&] = 1.
5. (Hf) Tegyiik fel, hogy A < G Abel részcsoport, és |G : A| primhatviny. Bizonyitsuk be,
hogy G' < G.
6. (Hf) Tegyiik fel, hogy G-nek egyetlen nem linedris irreducibilis karaktere van. Bizonyitsuk

be, hogy G’ Abel. (Utmutatds: Szamitsuk ki a G reguldris karakterének megszoritdsdt G'-re
kétféleképpen.)



