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I �KJMLON�P�QSR	T%U%VXW#Y[ZX\]_^*P�`@R�^Ha

K,H ≤ G
]
ψ ∈ IrrH

]cb�V
(ψG)K

L%dXd�\e�WSfgLhZgLjikLlV]�a	Y,YGP	d
G = HK mn,o UhpqW#U�a�U�r	V.sut�r	VV�W5YvZ�\]w^*P�`@R

[(ψG)K , (ψH∩K)K ] 6= 0 myxz \!`5P	i{e5r	V.s
[(ψG)K , (ψH∩K)K ] = [((ψG)K)H∩K , ψH∩K ] = [(ψG)H∩K , ψH∩K ] =

[((ψG)H)H∩K , ψH∩K ] 6= 0 |~}v�g��� [(ψG)H , ψ] = [ψ, ψ] 6= 0 �.� ψ ∈ IrrH }v�O����� ψ �*�����g�#�� �����g���@�S�@�*�*�,��� (ψG)H � �S����|��.���{�@��� H ∩ K � ������@����}��.�G���.�@�������@���l���@�{�=���[�{�����?�@���.�@� �¡���?�.�
(ψG)K �������.�*¢*£g�{¤S���{���.|��g¤*¤�¥G�¦� � �?�g���?�.�g�{��|�§*�G�@� (ψG)K �*�����g�=� � �����g���@�S�@�*�*�,��� (ψH∩K)K � �S����|�.�q���@� |G : H|ψ(1) = ψG(1) = (ψG)K(1) ≤ (ψH∩K)K(1) = |K : (H ∩ K)|ψ(1) |��@}v��¤�¥G�
|G| ≤ |H||K|/|H ∩K| = |HK| |H���.§S¨�� G = HK �© �ªt9\�`�R?\gQ

G
\!`@R,V�N,\�dX«5]

χ ∈ IrrG
]
χ(1) = p ¬ d�Tjp m JMLlN�P	QSR�TjU7VXW5Y�ZX\]�^*P�`@R G p !® R�i�P	¯*°.a p \�i�\gpq« mn,o UhpqW#U�a�U�r	V.su±�a�a

p !® R�i�P	¯²Q�\�p´³_Z�\�iµ]~a	Y,YGP	d
Z(P ) ≤ Z(χ) myxz \!`5P	i{e5r	V.s ¶

χ(1) = p ·l�.�����g�?�.��}v�O����� |G| �G���g��§S����� p � �?�.�h|¦���g§S¨�� G � �*�g� �*�.} �����{�=�O¨@�{��� p �¸ �H�{�,¹(�������@��|����.�@�?�.���.� P �qº_� χP �{�����.�*¢*£.�{¤S�{���{�.|»���#�?�@� 1 6= Z(P ) ≤ Z(χP ) ≤ Z(χ) |��*�v�@�
¢H���@¤*¤S� g �.�@�=���.�g��¼*���.�G��}��O�����¦�����{�H��¨@���{�.|H�.�½�.���{�.�5��}v�G�*�S¨@�.�¾ �g§S¨�� χP �*�.} �{�����g�*¢*£.�{¤S�{�����g|¿�.�K�{�@�À}v���*�*�.�Á�{�����.�*¢*£.�{¤S�{���{�ª�?�G}�Â��G�*�.�*���.�*�g�²·l�@��� p � �*�.��H�{���g¤*¤Ã|Ä}v¨@�����.�����ª�G���g���,��� |P |� �*�g��|F���.§S¨���£.����� 1 �{�.§*�g���ÆÅ_�{���.�G�?� G �g�@�H���.����¼*���.�G�[}v�O����� χ
§5¼*���.�G�.�.|	���.§S¨���§S� χP }v�{�*�*�.�_�?�G}�Â��G�*�.�*���w�{���*��¨������.|	���=�?�@� P � �*�g� ¶ ¤��.� � £.���@Â��@�����S���¿�?�.���G�{�.�*�*������¡���*�*�g� 1 6= x ∈ P � ��� CG(x) ≥ P }v������� p 6 | |K(x)| �.� Z(χ) = 1 |��{�@���ÈÇ¦¢H���*�����*� � ���g���.�}v������� χ(x) = 0 �ÊÉA�.�g��� χP = a · ρ = a ·

∑
ϕi∈Irr P ϕi �@�@���@}v�.��� a > 0 � ��H|H�{�@� [χP , ϕi] = a 6= 0

}v�{�*�*�.� i � ���@|G���g§S¨�� χP (1) = a · | IrrP | ≥ | IrrP | �»Å_�{���.�G�?� χP (1) = p |?�.�g�g��� p ≥ | IrrP | = |P | |
� � �?�g���?�.�.�g���?�gÂ*Â��g� |P | = p �Ë �KJMLON�P�QSR	T%U%VXW#Y1ZX\]�^*P�`@Rq^Ha

G Ì a@i{a�pv\�ikRÈa�W=U�P	pÍP	djÎ�NgpqW5V�a�pqLjQ�e#\�QKY@a�d�a�Y,U�\gdXU�^*\gikRGZX\gQÏ^Ha�`�R,]�a	Y�YGP�dpqLjQ�e5\�Q�YGP�Q�°XW?`?r�ikUDP,V�N�U�r�ikR�UALjV_^*\�ikR?ZX\�Q[^Ha�`�R mz \!`5P	i{e5r	V.sÑÐ �g�@�?�.� K �g�@�Í�?�G����¢*�?¨@�{���G�����¨@�{�?|#�.�M���.�@�HÒH�È·l�.�7|*§*�G�@��� σ �@¢H���G}v�@��ÓS�g}Ô¢*�¦}����*�*�.�
��������=�������M§*�.�{�#¤��.�Ï§S�@�@�?�ÊÉw�=�?�@� g ∈ K | χ ∈ IrrG � ��� χ(g) = χσ(gσ) = χ(gσ) |H���.§S¨�� K �.� Kσ

�G���.�{�@Â'��}v�.�G�g�@�?�.�.�{���½��������=���g���¨�¤S��¨�¤'�@��� ¶ �F�@�����G�G�G�S�@�{�{�¨@���S���.�O¨@£.�{�@�Ô}v�O�����w�g¤*¤�¥G�6� � �?�g���?�.�g�{��|
§*�G�@� K = Kσ �Õ �ªt9\�`�R?\gQ

G
\!`�R�Ö�dPGZX\�QSL%W5V  fXV�P ¬ P�dXU%] N p�a�`�`5a�iFbXV

H
YGP	p ¬ i�\�pv\�Q'U7W=pqp�a�i m JMLlN�P	QSR�TjU7VXW5Y�ZX\Ïa	Na�i{r?Z,ZgLAr�ilikTjU�r	V�P	Y@a�U ma x z LjQ�e5\�Q 1 6= x ∈ N  d\ CG(x) ≤ N mZ xØ× \gU%V�N,Ù	i�\!`5\XV 1 6= h ∈ H  d�aÔa h �Ì a@i Ì a�i�ÚÛYGP	Q�°XWG`5r�i{r	VuQ�\�pÜ^*a�`�RÝ°.a�^*\gikRGZX\gQ

N
V�\�pv\gikR	LlYÛQ�\�pU7d�L Ì Lhr@ikLlV_YGP	Q�°XWG`5r�ikU�P	V�N�U�r�ikRGr@U mf xØ× \gU%V�N,Ù	i�\!`5\XV 1 6= h ∈ H  d�aÔa h �Ì a@i Ì a�i�ÚÛYGP	Q�°XWG`5r�i{r	VuQ�\�pÜ^*a�`�RÝ°.a�^*\gikRGZX\gQ

N
V�\�pv\gikR	LlYÛQ�\�pU7d�L Ì Lhr@ikLlV�Ljd�d�\�e�W'f�LhZ.LjikLlVÄY@a�d�a	Y,UD\�d�b�U me x N pqL%Q�e5\�Q¡Q�\�pÞUhdXL Ì Lhr�ikLlV_Ljd�d�\�e@WSf�LßZgLjikLlV¿Y@a@d�a	Y,UD\�d\�YGP	Q�°�WG`?r@ikU~\!`@R	p�r�VV.a�i G  ZX\�Q m\ x z LjQ�e5\�Q 1N 6= ϕ ∈ Irr(N)  d\ ϕG ∈ IrrG mz \!`5P	i{e5r	V.s �#à ¾ �.�@�HÒH�¡·l�.�7|(§*�G�@�¡���@���G�{�5�@� g ∈ G \ N |9�@}v�.���=��� [x, g] = 1 ��Éw�=�?�@� g = hy

���@�O�@}v�g�{� 1 6= h ∈ H � ��á�.� y ∈ G � �����ØâD�@� [x, hy] = 1 |u�g¤*¤�¥G� [xy−1

, h] = 1 |~���.§S¨��
z = xy−1 � ��� hz = h ⇒ H ∩ Hz 6= 1 ⇒ z ∈ H ∩ N = 1 ⇒ x = 1 |��@}v���.�{���.�?��}v�G�*���
·l�.�����g�?�.���*�g���

¤�àÈº_� xh = xy ���@�O�@}v�.��� 1 6= x ∈ N | y ∈ N | 1 6= h ∈ H � ��H|����=�?�@� xhy−1

= x |��g�.�g���
hy−1 ∈ CG(x) ≤ N |S�.� y ∈ N |*���.§S¨�� h ∈ N ∩H = 1 |S�.�{���.�?��}v�G�*�S¨@�g�

£	à ¶ �?�G����¢*�?¨@�{���G���g�¨@���?�@�½Â��g��}q¢H�¨@�O¨@���Ä�G���.���@ÂS}q¼H�?�.�{�g��|?�Ä��������=�������g�?�����@��}Ô¼H�?�g���g�w� C �������� ��������¨�¤S�O¨@��}v���?� k × k � �@�½}Í¨������äã*�G��|Ã�.�Û������� PC = CQ |��@�{���@��}v�@� P �.� Q Â��g��}q¢H�¨@£.�{�G�
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}Í¨�������ã=��H|��@§*�G� trQ = 1 |�}v�������@�q�.����¥È�?�G����¢*�?¨@�{���G���g�¨@���Ï§*�.���=¤��g��}Í�����@��|Ã�Í� � ¤*¤S��}v���*�
}Í¨@�¦�?�G����¢*�?¨@�����G���g�¨@���=¤'�c�?�gÂS�.¥#�*�{��� ¶ ���@�����G�G�G�S�@�����¨@�������.�O¨@£.�{�@�Í}v������� C �{�5�?�����¨@��§S�����*|H�.�
C−1PC = Q |��{�@� trQ = trP = 1 ����� Q ���ÄÂ�����}q¢H�¨@£.���G�¿}v¨�������ã�|6�g�_�@�q¨������,��¨@�S���Ï�g����¥
�.�{�.}v� 1 �h�q�����{�=�O¨@�{���¦�@�������=���g���F§*�.���=¤��.��§S�@�@�����1�1�?�G����¢*�?¨@�O¨@��à�|6�{�@�K�Ô� � ¤*¤S���*�g� 0 � �S�����?�.�{��{�.�*�*���@�

��à [(ϕG)N , ϕ] = [ϕG, ϕG] 6= 0 |����@�Ï���~�{�����@��� � ���g���.�»���.�������?� (ϕG)N = e ·
∑
ϕi |Ã�@§*�G� ϕi � �¡�

ϕ �?�G����¢*�?¨@�{�l���@�h|»�.� e = [(ϕG)N , ϕ] �ª�¡�{�?�g� H ÓHãHÂ��G�5��}��.�5���.���.� §S���q�K�?�G����¢*�?¨@�O¨@�����@� N
�*�.} �������H�O¨@�{���¿�������.�*¢*£.��¤S���{���½��������#���g���.�{��|»�@�Ô¢H���@¤*¤S�O���=�S���[}v���*�*�.� H ���.�g���{�5�����@��¤S���j��¨�¤'�@�
|H| ��������#���g�¦���@���
	F¨G�@�S¨@��¢*� N §*�.���=¤��.�K§S�@�@�.���Ô�c��������=�������g�?�g��|*�{�@�È� G = NH ���.�g�����?���
�?�G����¢*�?¨@������À� H ���g�g�����?���Ä�?�G����¢*�?¨@�������|u�@���@� ϕ � �*�g� G � ���[�*�g�g�?� |H| �?�G����¢*�?¨@�{�j���3���@���
Éw¤*¤�¥G� (ϕG)N (1) = e |H|ϕ(1) |S}Í¨@�����.���g� (ϕG)N (1) = ϕG(1) = |G : N |ϕ(1) = |H|ϕ(1) |
���g§S¨�� e = 1 |S�@}��{¤�¥G� [ϕG, ϕG] = 1 �

� � n� � xÑ× \!`@R��#Y���\�iµ]¿^*P�`�R A ≤ G
³_ZX\giwd�b�V�N�fXV�P ¬ P	dXU%]�bXV |G : A| ¬ dXTjpc^*a�U Ì r�QSR m JMLON�P	QSR�TjU7VXW#Y�ZX\]^*P�`@R

G′ < G m��� n� � x�× \!`�R��5Y���\�iµ]Ê^*P�`@R G  Q�\XYv\!`�R5\�Uhi�\�Q¡Q�\gp ikLjQ�\�r@dXLlV¿Ljd�d�\�e�W'f�LhZ.LjikLlVÄY@a�d�a	Y,UD\�d�\ Ì a�Q m JMLON�P	Q'R	TjU7VXW#YZX\](^*P�`�R
G′

³_ZX\�i m n	o UhpqW=U!a@U!r	V�s ® N�r�pqTjU7VXW#Y�Y,L»a G d�\!`@W#i{r�d�LlV~Y@a@d�a	Y,UD\�db�Q�\XY�pÍ\!`	V�N�P�dXTjU�r	V.r�U
G′  d�\YGb�U���b�i�\�YGb ¬?¬ \gQ myx


