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D TVU D′ W T�X W,Y X[Z	\]X[TVU P�^?Q�R?_�S�_�S`S�_ W _Fa'b	^=S=Q�c X�d?ef\gd,h _ X S�_ W�i _�jkP \ R5P W e PfSlj Y S�m5P�S U b�n
TVU j Y S�m5P�Sob Uh�\ bp U�h�d jq_ Y S Z	r P W r@s P W�i TVUtX P�Q�R	u Wwv P \ iyx b�Q�Rz_ U�h�d jzb W _ XBU b	n v b \ R X b	S�b U _�S{b \]r _ U�r __
D
c x P hlX _@n X b h�|}U�h�d j U b	nb h _ X~\ P�� Y�W bQ�n�_�� W ^ U _�S W,Y U P e�e _ D′ c x Z�hlX _�n X b h�| S d�\g�z� Y h b	S`R�� X7U ^ W e P ix b�Q@R�P W�W b	n e(D)e(D′) = 0 � I,� X jl^ X _ X�d	U.� O d	UVU ^ W e P i�x b�Q@R D c�S�P W r _�S`S�_ W b \ R�_@S�P!Q�R U b	n e _�S

\ P r@s P \ P�jkP Y�i _�jkP \ R?P W D′ c e P�S3P!Q@R�b U�h�\ bp e _ W P�nVu \]X P W �
� P!Q5b \ m d	U.���9�f�@�?�.�o�@���f�������.�g���f���.�t�k�?�f� �=¡g��¢��£���.�¤�?¢��.¢@�¥�t�@� i ¦t��§@� j ¦t¨*�.�g�?�.�ª©«�@¨*§�� D ¬®��.� a ©
D′ ¬¯��.� b °@���7©(�.� a < b ¦ D′ ¬®��f� a �*�f±²���f¨*�f���@�1�.����� i − 1 ��§@��'�@�ª©9±k�f����§@����³@°@�£��§����������@�*§@�
�´���.°@±k§@� D ¬!¨*�.�q�?��µ��.�¥�.©¶�.���@� i ¦z��§@��'�@�J���f±M©(±k�����·�@�q� j ¦z¨*�.�g�=¡��F±z°@�����@��³��@�3�¸¡g��¢��g��³?�@©��
±z����@¹*���´���.�¥�.�f���µ��.¹*¡���º.����� a ¬!�`°@��»7���@� b ¬!�*�.�L¼��`�@�@�?§@*'���M�?�f��½*�g¨*�f�����f��¦ ¾¿±k¡������¤³=¡����f§��5��� j.
�.�l�@���@�}À¸�°@�*¡Á§����.�g§@µ�§@�J±z�����@¹*�f�o���f���.�f��F���f± �?����½*��¨*�f���f���l�@� a ©����f¨`°��1ºf�����Â�@�}�.����� j − 1
§����.�g§@µM³��@���@±k�.�£�¸¡£�?�f��.�����f¨*�f��¦ÁÃÄ����³¸¡g���.§��?� �@� i. �¥§@��'�@� a ¬!�`����º.����� D ¬®��.��¡«��§@����°������@¡ª³@�@�*�`����©
���.¨`°�� a �.�.���´�.�@�=¡g�?�f³?�f���?�f��½*�g�~�.�@��§����.�g§@µ*'�q� D′ ¬®��.�ª¦

���.�@�?�.� a �f� c �?�f��§��£�5�@�J�.���f±M©��@±k�.�£� D ¬¯��.�Â�.�@�o��§@��'�@�ª© D′ ¬®��.�Å�.�@�3§��¥�.��§@µ*'�@�J³��@�ª¦
¾��#�?§@�1� t = (ac) ����@�*�¥�fµ�§��.Ægº.¡�Ç R(D) ¬¯��.�È�.� C(D′) ¬®��.�É¡�����.�*�*�´³��@�ª©¿Æ��@� e(D)e(D′) =
e(D)tte(D′) = e(D)sgn(t)e(D′) = −e(D)e(D′) ©'�@±k¡g���� e(D)e(D′) = 0

Ê �FO9P�Q�R?PfS�P W e1, . . . , en
Y m5P�jÄp`b X P�S U P W P!Q�R R Q�R�Ë=nVË e P�S i T�U eiej = 0 iwx _ i < j �l� Y h b	S`R�� X7U ^ W e P i

x b�Q@R�P W�W b	n n
∑

i=1

eiR =
n

⊕
i=1

eiR �
� P!Q5b \ m d	U.�?Ì9�.�@�¸½¸��Í��f�¯©5¨*§��@� ∑

eiri = 0 ³��@���@±k�.�£� ri ∈ R �f���.±k���=���wÎ*�@�?©?¨*§��@�Ï�*�.±Ð±k¡��*¹*�f�@�¸¡g�
��@� 0 ¦~�9�f�@�?�.� i �}�g�.�@�¸¡g���f*Ñ¡g�*¹*��Òª©ª�@±q�.�g�#��� eiri 6= 0 ¦ÄÓt�q'�@�g��Ç�����.�¥�.§@��§��.�.À¸���@���.�@�?�.�*�������f�
ei ¬®³?�f�¯©`�@�f���@��µ#Ô�À¸��©'¨*§��@� eiri = 0 ©'�@±k¡ª�f�����f�*±k§��*¹M�lÍ��.�g����³?�.���*�f��¦

Õ � � Y h b�S`R	� X%U ^ W e P i«x b�Q@R Sn

P�Q�R�_?m5b X7X«X�d?ef\gd	h _ X x b hwX _@n X b h�| Y nVnP�m�^'Ö Y e Y \ Y U n�P[p6n�P h P�S X�d Ö Y |[×�d S�_ W _ v b W _
\ P!Q?_ \gd?e�e _ W,W b	n�_ i j Y S X _ x d S`R}b \ R�_�S W,Y X[Z	\]X[TVU P r _�S3_ X�d?ef\gd,h _ X S�_ W�i _ x b \ j Y S�m5PfS U b	n T�U j Y S�m#P�Sb U�hf\ bp U�h�d jq_ Y S Z�r P W r@s P W �
� P!Q5b \ m d	U.� ���.�@�?�.�Ø�Ù�=¡g��¢��£���.�����È�¥��°@±z� t ¦ÉÚÛ±k�.�?�@¹*§@���lÍL��Ô¥��{�=¡g��¢��£���.���f�=¨*�.�F�@�oÜ�¦ÉÍ��.���@¹`���
�f���f¹*±k�.�?�?���@����µ#Ô�°@�´��@��°@��À*�¸� eDi

» i = 1, . . . , t ¼Á¡�¹*�f±qµ�§@���f�*���f�?�f�¤Î*�@�?©'¨*§��@� eDi
· eDj

= 0 ©6¨`�
i < j ©��.�·Æ��@�3�ÑÝ=¦´Í��.���@¹`���Ï���.�f��¡��?� ⊕t

i=1
eDi

A ≤ A ¦´ÞÙ¡£³?�.���@�q¢������.���@¹`�@�*¹*Ç@�3±k¡��*¹J¡g�.§�±k§@��Í
�.�@�=���.�f��ßo±k§=¹*À*�gÀ*��§@��©«�@�1�@�����f*��°@�`���{�f�@�5�@�.§��o�@�=ß¸��ß¸�?§�±qµ�§��*�f�*���f��f�{³��@�*�`���É»7�}��¢@*`¡��?§�±1¬
µ�§��*�f�*�t��.�*�*�Ï³@�@�{�@�Ï�@�*�#À*�g��°���§@��À¸�='�@��¼©ª�.�t�.�Ï�z�?§�±qµ�§��*�.�*� Mni

(Fi) ©����.¨`°�� ni ≥ t ¦�ÞÑ¡£³?�.�
�@� Mni

(Fi) �f�@�¸���.����ßÉ���.���f±k§=¹*À*�gÀ*���@¡��`��� Fi ¬!¹*¡�±q�.�*�.¡�Ç,Ô��Ù�fµ*µ��.� ni ©��@�f�1�@��µ#Ô�À¸��©�¨*§��@�ÂÆ��@�Â�
Q ¬!¹*¡g±k�.�*�.¡gÇ	Ô�À¸� ≥ ni ≥ t ¦Ä» � P!Q ×.�L�Áà h P!Q�R5P�S \�s	U�T Q Y U Y Q?_ h�¼

á �Fâ d S`R?_?m v b W,ã _ W _ h S6
Y nVnP�m�^'Ö Y e Y \ Y U W _�n�_ W X Pfn�P YVä

� P!Q5b \ m d	U.�Èå6�f��Æg��¨`���LÔ�À¸�}�@�ÏÜ�¦�Í��f���@¹`�������.�f��¡��?��¡��¸¡£��¢��g���f���f�?�f���@�t¢������f�.��µ'���¥��Æ�º.¡gÇ@��¸¦�¾¿�f�f�}����°@±z�¸æ
1, 5, 9, 10, 5, 16, 10, 5, 9, 5, 1 ¦6Úèç¸¦¶Í��.���@¹`���¶���f�f��¡��?���.�f�f���f�@�¸½¸���(���.�?�@��°�* 11+52+92+102+52+
162 +102 +52 +92 +52 +12 = 720 ¹*¡g±k�.�*�.¡gÇ@�¿�@¹*�`����©=�@±q¡`�éº.��§@µ*�¥��@�����f*����¹*¡�±k�f�*�.¡�Ç,Ô��¸©����.¨`°��
�@���.�@�?�f��±k§=¹*À*�gÀ*��§@�éµ�§��5��§����@�l�Ä±k�.�?�@¹*§@���(¹*¡�±k�.�*�f¡�Ç,Ô�Î`����¦9Úè¹*¡�±k�.�*�f¡�Ç@���¸¡��¥��°@±kÆg��°@��°���~¡g��±k�f�¥�
� ê!Ó §=§@���g�.�*�@��¨1Í�§@��±ÏÀ*���Äëw¡��.©#�@±k�.�£�����.����¡��?�¿�f�@�q�@¹*§@�¥�B��°�`��°@������¨*§��Á����¥��§��.Çt���fµ*���.�f�.�5��°@º.¡�Ç·Í�§@���
n!/(k1k2 · · ·kn) ©'�@¨*§�� ki �@� i. ±q�.�.�@�����?Ô�§@**��¸©'���fÍ��.���é�.�~���Ô¥��l���f³?�1±k�.�.�@�����.°@±z�¸¦�¾����.�f��¡��?� �
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�?¢�³?�f���?�.�.�1±kÇ=¹*§��éÔ�¢��*�*�f���¸¡��1¹*¡g±k�.�*�.¡gÇ@��æ
6 : 6!/(6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1) = 1

5 + 1 : 6!/(6 · 4 · 3 · 2 · 1 · 1) = 5

4 + 2 : 6!/(5 · 4 · 2 · 1 · 2 · 1) = 9

4 + 1 + 1 : 6!/(6 · 3 · 2 · 1 · 2 · 1) = 10

3 + 3 : 6!/(4 · 3 · 2 · 3 · 2 · 1) = 5

3 + 2 + 1 : 6!/(5 · 3 · 1 · 3 · 1 · 1) = 16

3 + 1 + 1 + 1 : 6!/(6 · 2 · 1 · 3 · 2 · 1) = 10

2 + 2 + 2 : 6!/(4 · 3 · 3 · 2 · 2 · 1) = 5

2 + 2 + 1 + 1 : 6!/(5 · 2 · 4 · 1 · 2 · 1) = 9

2 + 1 + 1 + 1 + 1 : 6!/(6 · 1 · 4 · 3 · 2 · 1) = 5

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 : 6!/(6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1) = 1
� �JILKM�!N��6P!Q�R�u W�v P \ i�x b�Q�R P / G i P p

c�Ö U bp'b	n X i TVU p = charF �_fN � Y h b	S'R	� X7U ^ W e P i�x b�Q�R J(FP ) ⊆ J(FG) �e N � Y h b	S'R	� X7U ^ W e P i�x b�Q�R P e P�S`S�P r _@S _
G

j Y S�m5P�S Y nVn�Pm�^`Ö Y e Y \ Y U F c�n�P�p�n�P h PfS X!d Ö Y |[×.d S�_ W _jq_�Q ×�d?e _�S � I \ m �����
	�	�� v P \ _?m?_ X N
� �Fâ·_ X�d n�b hVh ^ W jzP!Q _ h S3

Y nVnP�m�^'Ö Y e Y \ Y U C
c W _@n�_ W X P�nP Y�x P hÉX _@n X b h�| � n�_@^`P�n�c W _�n�_ W X P�n�P W P X3TVU F cW _�n�_ W X P�n�P W P X 2 T�U 3 W _�n�_ W X P�n Y Uh�X YLW _}P U P X[T S � � Y�W _ h Y n�n�P�m@^`Ö Y e Y \ Y U F c�n�P�p�n�P h PfS X!d Ö Y | W6ä� P!Q5b \ m d	U.� S3

∼= D3 ¬!�`���è�?���´�g¡��*��°���¡g�}�.�F�f�@�Ø±z°@��§=¹*Í�§@�=Î ¡£�����.¹*À*ºf¡g`¡��g¡�� C ¬¯���fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Ç,Ô��
³��@�ª¦ Ú �g¡��*��°���¡������Ø���f��±k�.���.�����.���.� ¡£�����.¹*À*º.¡£`¡��g¡����f� ±z����@¹*�`��� F Í�¢���¢@���´¡��.©�º.����� 2 ��������=���V¬
��¡g���f��¡£�@�Â�.���f���f� �.�@�=��.�.���*�f��¦ Ú²±z°@�¥§=¹*Í�§@�¸Î ���fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Ç@�MÍ��.��Æ£��¨`���LÔ�À¸� ��*'�@� �Â'°@�.¡g�¥'�@�ª©
�@±k�.�£�¸�*�f�k�.���.±q�.¡ª�@�t�.���¥�l�?�f�w�?§�±qµ`�g��Ò}¨`����±k�@¹*¡g�k�f�@�¸���.���@�?¢@�=�*�f�}±k�.��Í��f���.�g�Ï�?����³?���=��§@��æ (1, 0)

�.� (− 1

2
,
√

3

2
) ¦{Ót� f � 120◦ ¬®§��ÏÍ�§@���?���°@�.© t µ��.¹*¡g�o�@� x ���.�*���.�g�#���z³@�@�gÇ���½¸�=��¢��f�.�.©B���=�?§@� 1 7→

[

1 0
0 1

]

© f 7→

[

0 1
−1 −1

]

© t 7→
[

1 0
−1 −1

]

¦
���.�@�?�.� charF = 2 ¦é¾B�=�?§@�t�z±z°@��§#¹*Í�§@�¸Î����fµ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇ��`���Ñ±k�.��Í��.�g�.��� F ¬¯���fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Ç*æ

1 7→

[

1 0
0 1

]

© f 7→

[

0 1
1 1

]

© t 7→

[

1 0
1 1

]

¡g�����f¹*À*º.¡g`¡g��¡��f©l±q�f���Ù³@�@�gÇ=¹*¡�¡��?³�����¡�°@�*�{�@�g�������
º.����� ���=�?§@�Ñ���f¨*�f���*�@©·¨`�Ø���f�*�*� t ¬®�*�f� �.� f ¬®�*�f� �?¢��.¢�������Ô�°���³?�f�#��§@��¸©�¹*� t ����Ô�°���@�£���f���Jºf�����
〈(1, 0)〉 ©��.� (1, 0) �*�.±Û����Ô�°���³?���=��§@�� f ¬!�*�f��¦�[�£�?�.�¸�?§@�¤���f¨`°�� F Í�¢��g¢@���¤�q����¡g³=¡�°@�g¡��w���fµ*���.�f�.�5��°@º.¡�Ç
�.�z�.�M�3±z°@��§=¹*Í�§@�=ÎÉ¡g�¥���.¹*À*º.¡£`¡���¡g�q���fµ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇÈ�g�f���.�.¡£��¦ J(FG) = 〈1 + t〉 Üf¬!¹*¡�±q�.�*�.¡�Ç��f©Á�.�
dimFG/J(FG) = 11 +22 ©=�@±k¡g����`��°������f¡g��©5¨*§��@�l��¢@*}¡g�����.¹*À*º.¡g`¡g��¡g�¿���fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Çl�*�.± ���.¨*�f�.¦
Ú ��¡g�����f¹*À*º.¡g`¡g��¡�������@À*�f�¥¬¯�@������#���f����� ϕ1 = χ̂1 = χ̂2 �.� ϕ2 = χ̂3 ¦���.�@�?�.� ±k§��¥� charF = 3 ¦ ¾��=�?§@���J±z°@�¥§=¹*Í�§@�¸Îè����µ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇ��*�.± ¡£�����.¹*À*º.¡£`¡��g¡��.æJ�@�
〈(1,−1)〉 ¡g�5³�����¡�°@�*�Ï�@�£���f��¦�Ú�����@À*���¥¬®��������=���f���f�#����¿¡g�����.§��£³@�@�¥¨`����Ç*æ χ̂3 = χ̂1 + χ̂2 ¦ J(FG)
4 ¬®¹*¡�±k�.�*�f¡�Ç���»7��¹ª¦��qç¸¦yÍ��.���@¹`������§@���f¼�©'Æg�@�}�*¡��*º.�~¡���±z°@��¡g�����f¹*À*º.¡g`¡g��¡�� F ¬¯���fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Ç*¦� �����.�fÍ�§������@�g³��¸æ��@��¡g�¥���.¹*À*º.¡£`¡���¡g� C ¬®��������#���f���f��æ

1 f t
χ1 : 1 1 1
χ2 : 1 1 −1
χ3 : 2 −1 0
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����@À*�f�¥¬¯�@�������=���f���f��æ

mod 2 :
1 f

ϕ1 : 1 1
ϕ2 : 2 −1

mod 3 :
1 t

ϕ1 : 1 1
ϕ2 : 1 −1

,

�.� F ¬®��������#���f���f��æ

mod 2 :
1 f t

ψ1 : 1 1 1
ψ2 : 0 1 0

mod 3 :
1 f t

ψ1 : 1 1 1
ψ2 : 1 1 −1

,

���Fâ·_ X�d n�b hVh ^ W jkP�Q S4
Y nVn�Pm�^`Ö Y e Y \ Y U~� n�_@^`P�n�c W _�n�_ W X P�n�P Y X 2 W _@n�_ W X P�n Y U�h�X Y�W d n�_ � â d S`Rkm Y jkP�S h Y |,U _ h

FS4 �
_5ÖVb e�U b	S'c�n�_?m Y�W d�\ × _ ä� P!Q5b \ m d	U.� Ú �o¡£�����.¹*À*º.¡£`¡��g¡�� C ¬®����µ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇ@� ��������=���f���.¡��.����¨*§��f��°�Ô�À¸� ����¥��§��.Ç ����@À*�f��¬

��������=�������f��æ
1 (..)(..) (...) (..) (.....)

χ1 : 1 1 1 1 1
χ2 : 1 1 1 −1 −1
χ3 : 2 2 −1 0 0
χ4 : 3 −1 0 1 −1
χ5 : 3 −1 0 −1 1

1 (...)
χ̂1 : 1 1
χ̂2 : 1 1
χ̂3 : 2 −1
χ̂4 : 3 0
χ̂5 : 3 0

�9°���¨`����Ç*©}¨*§��@� ϕ1 = χ̂1 = χ̂2 ��¡g�*��°���¡��f©��f� χ̂4 = χ̂5 = χ̂1 + χ̂3 �*�.± ¡g�����f¹*À*º.¡g`¡g��¡��f¦
��¡��*��°���¡g�¿��������=�������~�*�f± ¡������.¨*���Á±z°@�.©?±k�f�¥� F× ¬®'�@�z�*¡g�*º.��±z°@�¥§=¹¸���.�*¹*ßq�.���.±´©#Æg�@�1�f�@�q�g¡��*��°���¡g�
���fµ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇ S4/A4 ¬!�*�f�{º.�����o���¥��¡g³=¡�°@��¡g� ���fµ*���.�f�.�5��°@º.¡�Ç,Ô��M���f¨*�f��¦q¾B*����y³¸¡g���.§��?�é�?¢�³?�f���?�.�f¡g��©¨*§��@� ϕ2 = χ̂3 ¡£�����.¹*À*º.¡£`¡��g¡��.¦ Ú � 5. Í��f���@¹`���Ù�f���.¹*±q�.�5�?�Â���.����¡��?� S4 ±k¡��*¹*�.� ¡g�¥���.¹*À*º.¡£`¡���¡g�
���fµ*���.�.�.�?�°@º.¡gÇ	Ô�� S4/V ∼= S3 ¡g�¥���.¹*À*º.¡£`¡���¡g�����fµ*���f�.�.�?�°@º.¡�Ç,Ô��Ï¡��.©#���.¨`°��Á�*¡g�*º.�w¡�����¢@*�¡g�¥���.¹*À*º.¡£`¡���¡g���������=������¦y¾�*���� dim J(FG) = 24 − 12 − 22 = 19 ¦


