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G
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g ∈ G
M�T�H�H5P	`

o(g) = ∞
CZQ�CcS�o�i

g
XZCcLpC%J�P�E�LqTnLrO?T�S9U

G
C�E�FsP	L\F5Tnit fk`CZH,SuH4P	vw^_P	ixC�i*Q�o�X�CMyT�vzC�L\F

Q
[�{nT�L|fhR�P	vzP�`kJ�MuO?TW^'C t fpE

o(g) = pn
{�T�LqT�vzCcL\F

p
^D`�jkvW`�C}o�Q

n ≥ 1
[�`CM�T	H�H4P	`

g
X�C�~�E�F4T,RZO?TnS�U

G
C!EnF

Zp∞
[�i�C�L�f�R�P	vzP	`%J t fk`CZH,S6H5P	vw^_P�i�C�i*Q�o�XZC�aX�bedgfhR�P	i'F	jkSlQZm#HzXZCM�O*P�E�F�T

G
]ZQ�P^'P	`ZS

Q
[!H	i�T	H}oZQ

Zp∞
[8CZH	i�CZH t fk`CZH,Sg�,QQ�R,C!EIC�a

� C!EIP	L t ~	Q.� �#�����.�n�4�.�
o(g) = ∞ �w�c� α : Z → G � �n�z�.�q�#��� 1α = g �����q� �.� Z ≤ Q ��

G � ���8���2� ���?� ��� � ��� � ���8� α
� � ���c�k�8� �8� �� *�c�8¡ Q ¢ �� � � � � �s� �n�¤£5�q�I�n�

β : Q → G �  *£5�n�
β|Z = α � β � ���8�c�2��¥ �  *£5�¦£5�z£n�8§ � �W¨ �.� �¦�c�8� Q

���c� �8� ¡5�p�c�5� � �*�.� �I¨*�p�p�©�.�p�c� � �*�c� � �n��.� �c�8� ��ªn«*« �8� ªn��ª � � � ���. _���� _� β
�.�n�¬�.�q�.�z�c�

0 ¢ «'�©� �c � � �*� � ���2�4£n�z�.�n�¬�*�.�z�I¨*�p�p�e�.� �.�8��8� �n�z£n� �q� �I¨*�p�h��«'� �2� �*�*� �® �.¯ � � n ∈ Z
� �c � β ¢ �_�n� nβ = nα = n(1α) = ng 6= 0 �}° �n�

g ∈ H = Imβ ∼= Q �|�.� � ��� �.� Q
£ ��� �� _����± � �8�. _��� � ���8�c�2��¥ ��� H

�*�c�z² � ���³� �.�8� �z£2¯*¨*�q¨ � � � _�n�*�.�´¯ � �8�c�2�Kª �8�8� �.�n¯_�n�*¯*±	��� �p� G ¢ �*�c� �µ �
o(g) = pn � ���2�4£n�¶�8�c� � �I� ��· � Zp∞ ¢ «��.�B� � 1

pn

�.�p�c�¸�n�q��n�¹�5�.�*�c��n��� � Zpn ¢ �*�.� �p� £5�¦£n��º� �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ � � ���.� �p�.�n�4�.� α : 〈 1

pn 〉 → G � �n�z�.���2��� ( 1

pn )α = g �s» �#�4£n� G � ���8�c�2� �q�?� �� � �� � ���8� α
� � ���c�k�8� ��� �� *�c��¡K�.�n� β : Zp∞ → G

 *£5�z£5�z£n��§ � �W¨ �8� � � β � ���8���2��¥ �  *£5�z£5�z£n�8§ � �W¨ �.��z���8�
Zp∞

� � �*¯*�.�¼�*�.�½�I¨*�p�p�¾�.�q�.� � �*�c�}�8ªn«*« �8� ªn��ª � ��� � 1

p ¿ mp �n�h���2ÀÁ��ªn«*« ��� ªn��ª � �I� � � � �n�
� �n� � �n *£5� (p, m) = 1 ���.�  _� x, y ∈ Z

£5���I�n�*£n� �  *£5�n� xp + ym = 1 � ���2�4£n� 1

p
= x +

y m
p

= y m
p

�
Zp∞ ¢ «��.��� � ¥q�n�Â _� β

�*�.�Ã�q�.�*�*� � ���8�c�#��¥ ��� ���#�4£n� 1

p
β = 0

�p�.�*�*� � ¯*�����#�4£n�
0 = pn−1(( 1

pn )β) = pn−1(( 1

pn )α) = pn−1g � �n� � �.�p�q�.�4���z£5�*¯=�n�*�_��� �  *£5�n� o(g) = pn �«������.�n�4�.�
{Hi | i ∈ I }

�
G
² � £  £n�8�zª �8��� � � Q ¢Ä� �n� � �n�n� Zp∞ ¢ �*�.� �q� £5�z£n��ºg� �.�8� ² � £  £n���k��� ��.� H = {J ⊆ I |

∑
i∈J Hi = ⊕i∈J Hi } �ÁÅ H  _�n�p�}� � ��� �.� � � �c�p�.�z� � �e�¼�������n�p�}� � � ��n����n�Æ�z�.�4�n¯*£n�8��� �.�8� «��.�?���c�*¯*� �.�.� �8�¼�n���n�n�q�}� �  _����±Á��Ç�£n��� ¢ �p�.�z�z� � ¨*�n�I�n� �q�  _� � �*¯*��È* _�n� ¢�}� � £n�?�_�����.�n��º��c� �8� �n�q�p± J1 ⊆ J2 ⊆ · · · � £n��£ � ����n�_����� � �*¯*�.�n� � ���.�q�.� �  *� � ����8�8£ � ± Hi ¢ �º · �5�5�c�8�p�.�*�c� � ���#�4£n�>� J =

∞

∪
i=1

Ji � �*¯*��È* _�n�q�}� �  *£ � �����8��£ � ±n� �p� � � £n� �É° �n� � �n� H ¢ �_���¼�c�n��}�	È � �}�n� �p� �.�p�c�z� � �z£5�*¯��8¨?� J0 � �®�.�n�4�c� U = ⊕i∈J0
Hi �����q� �.� U

£ �8� �� _����±�² � £  £n�8��£n�ª �8��� �.�5� � �}�n�4� �q� £ ��� �� _����± ���.� ¥p�n� � ���8���2��¥ �s�q�.�W» � � ���8� U
¯ � ���c�#��ª �8�8� ���n¯_�n�*¯*±,��� G ¢ �*�c� �µ �

U < G � ���2�4£n�Ê� � �#�y� �.�8� � � ���8�Ë�=�4£5�  �q�.�z�.�4���c� � «��.� �p�Ë� �n� Q ¢Ä� �n� � �n�n� � �n�p�n�z�.���
Zp∞ ¢ �*�c� �q� £5�z£n��º�ª �8�8� ���n¯_�n�*¯*± � �n� � �.�p�q�.�I�8�z£5�*¯_�n�_� J

�}�	È � �}�n� � �� � �n�_��� ����=V tÍÌ m#H�vzC!E©T,R
A

TnLÎEIC�Xc`�T t fk`�CZH	S�J�C�LqXZP�i_S%O*T�S!TnSlLqT�is^D`P Ì CZH,SÏjk{¼vzP t m2L\m#Q.T�fki�T�HÁÐ(P�C�ÑÆF�[ t fÄT�E�`8Tnv Ì ~�S%M
O?T

A = KΓ/I
MÉT	O*P�L

Γ
� r1 α-�

β
r2
O

nγ
oZQ

Tcb
I = (αγ, γ2, γβ, αβα, βαβ) ÒX�b
I = (αγ2, γ2 − βα, αβ)

a
� C!EIP	L t ~	Q.� �#�

AA =
1

2

1
⊕

2

1 2

2

«��
AA =

1

2

2

1

⊕
2

1 2

2 1

2

�
Ó �=Ð®C�O*C�SÏ[8C�T,R�T�Lq~4X�Xcf�C!EnF

KΓ/I
TnLÎEIC�Xc`�TW`C!E�m2Lq~�`ZfkQ Ì P5X�XcvzP t m#L\m#Q.~�i�T	HËÐ®P�C�Ñ6F	[ t fÏT�E�`�T�v Ì T�ÔÖÕÊTÖfpEICci?MT tÍÌ mIHÖv}C!EÁT

Γ
E�`�~ÍJ�P	SgoZQÊT,R

I
f t C~�L\i�T	H}C�E�F¶E#C�i�C�`�~�S�P�`Z`�Cci t Q�R�Cc`�o�S�a

Tcb 1

2

2

2

⊕ 2

2

X�b 1

1 2

2
⊕ 2

1 2

]9b
1

2
⊕ 2

3
⊕ 3
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� C!EIP	L t ~	Q.� �#��� � �*² �g� ���4�.� �n�q�5�c«*�� ��� �n�I�n� �p� �.�*�*�c�¼� � �n�q�5�c«*��n�_���Á�¾�n���nº ���¦² � ���
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1 2
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β

�p�c *�c���*� � ¯*�Ê�Ö�}� � £2¯ � �z�4£5�  £5�*�.� � «�¡5���q�.£5� � � �  _����± �  *£5�n� β2 = 0 � �¦¥p�¾� � �.� � ¡¦�4£5�  £5�*�.� � «�¡5�� � �K�h���k�8¨?� �  *£5�n� αβ2 6= 0 � �n� � �.�q�p�.�4���z£5�*¯_� �c�«�� Å>� �n�p�5�c«*���¾�n��nº ���
• •
1 2
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α δ�.� I = (α2, βγ, αβ − βδ, γα, γβ, δ2, δγ) �²	� Å>� �n�p�5�c«*���¾�n��nº ��� 1
α
−→ 2

β
−→ 3 �_�.� I = (αβ) �

� �=Ð®C�E�F4Cci
A = KΓ/I

T,RKT,RgTnLÎEIC�Xc`�T,M(T�vzC�L\F�i�CZHw`�C!Enm#Lq~�`�f�Q Ì P5X�Xcv}P t m2L\mIQ.T
AA =

1

2

2
⊕

2

2

2

a�Õ�TnS!~�`P�RR�m#H
vzC!EzT,R 1

1 2

2

vzP t m2L\m#QÊ�,QQ�R�C�Qy`oZQ�R�vzP t m#L\m#Q.~�SuoZQ�T,RÊCR�CZH�H4C�LD{5C�SlS_J.T	H,S9P	`8Tnfki�T	HYÐ®P�C�Ñ6F	[ t fÏT�E�`�T�v Ì ~�S�a
� C!EIP	L t ~	Q.� Å>� �n�p�5��«*��¾�n��nº ��� Γ :

• •
1 2
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.
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.......
.....α

β

�.� A = KΓ/(αβ2, β3) � �>� � � �.�.· � �.��� � M =
1

1 2

2

�z£2¯*¨*�q¨ � «'� �.�p� �.�p�.�¦� � � b1, c1, b2, c2 ¢ �*�c� ��n *£5�
Me1 = 〈b1, c1〉 � Me2 = 〈b2, c2〉

À*�n� �  *£5�n�¼�Ö�z£2¯*¨*�q¨ �
c1

b1
c2

b2

α

α

β

......................

..................................

....................................���.�n�4�.�
U ≤ M �¾» �p¡ �8� ªn�Ë���c�n� · �³º��.� �  *£5�n� Ue1 6= 0 � µ � U ¢ «'�n� � �n� u = λb1 + µc1

�n�h���2À�.�q�.� � �n *£5� µ 6= 0 � ���2�4£n� uα = λb2 + µc2 �É�.� uαβ = µb2

� � ���8� b2, c2 ∈ U � �8�. _��� � �n�n�
U = M �*� �n�n� U

 _����£5�z¯ � �¦�.� �.� ± �c�*�.� «'� �.�q� � {λb1 + µc1, b2, c2 } � �®�.�n�4�c��� � Uµ ��»¹� �c�?�*�c�¼��z£#¯*¨*�p¨ � £n�2�_�����Ö��£2���K� ¢ ¯ � �n�n���n�>��� 1

2

2
� µ � Ue1 6= 0 � ¯*��² � ��� λb1

�n�h���2À=�c�p�.�z���4�c�u����8��n�q�}� �n����2�4£n�
b1 ∈ U �Æ�.� �c«*«�¡5� b2 ∈ U �p� �4ª � �c�8�4� �.� � �¼° �n� Ue2 � �n�n� Me2 ¢Ï� �.���.�n�4� �.� �e�¦�.� �|� �n�n��.�n�2¯ � �z�.� �c� ± �.� �8�. _���K�¶� �.�8� �z£#¯*¨*�p¨ �É� �n�n� 〈b1, b2, c1〉 = 1 2

2
�?� �n�n� 〈b1, b2〉 =

1

2
� µ � Ue1 = 0 ��.� U = Ue2 ¢ �*�c� � �n� u = λb2 + µc2

�n�h���2À �.�q�.�z�
µ 6= 0 ¢Ï� �n� � ���2�4£n� uβ = µb2 ∈ U � ¥q�n�

b2, c2 ∈ U �?�c� U = 〈c2, b2〉 =
2

2
� µ � � ���4�.�}�.�q�.� �8� �*² � Ue2 ¢ «��.� � ¯*� U 6= 0 � ���#�4£n� U = 〈b2〉 �#�.��Ë��£2���K� ¢ ¯ � �n�n���n�>��� 2 ��° �n�¾� �4� �n�8�.�p�.� � £n� ¿ ¯*�y�.�n�2�}� �8� �n� �q� £5�z£n��º� Uµ

� �.�8� �¦£2¯*¨*�p¨ � £5�z�?¥ �2· � �¯*�³�
0 ¢ � �p� «��.�p� �8� �n�z¥�� � � 6

� �.��� �z£2¯*¨*�q¨ �}� �n� � Å ºk���2��£n���¦£2¯*¨*�p¨ � £n�B��£2�	�g� ¢ ¯ � �n�n��n�>�8¨?�#�n�n�º��.�q¥q� � ��
 0 � 1 � 1

2
� 1 ⊕ 1 � 1 ⊕ 1

2
�_�.� �z�n�4� M �

� E�F
M

v}P t m2L\mIQ³vzT��fkvWm2vÉJ�CcL\S�o�S9C�LpCZQ���fkL�Lqa vÖfki_fkvWm2vÉJ�CcL\S�o�S9C�LpCZQ9b�M¦O*T�`�oZQ�RcvzP t m2L\mIQ�P,H vWfki t C�i`�o�Q�RZO?T�L\vzT,R�~4XTni�{�T�i�vzT��fkv¦~nL\f�Q���f%L�LqawvWfki'fkv¦~�L\f�Q9bna
� E�F

X
`�oZQ�RcvzP t m2L\mIQ H,f!]ZQZf

M
[�X�C�i��

X << M
b�MWO?T vWfki t C�i

Y ≤ M
[�`�C

X + Y = M
[�X��	LH5�	{5C�S%H4CR�f�H�M�O*PE�F

Y = M
a
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� �¼dgfhR�P�i_F	j%S%QZm#HzXZCZM6O*P�E�F¾O?T

Y ≤ X << M
o�Q

Z ≤M
MÉT	H�H4P	`Tcb

Y << M ÒX�b
X << M/Z

MuT	O_P	L
X = (X + Z)/Z

T,R
X

H5o�^_CÊT
Z
[9{nC�Lx{�T�LpUyJ.T	H,S9P	`�fhR�~�Lq~	Q�i�~�Lqa

� C!EIP	L t ~	Q.� �#� µ �
Y + U = M � ���2�4£n� X + U ≥ Y + U = M

� � ���8� X + U = M ���.� ¥q�n�
U = M �«�� µ �

X̄ + Ū = M/Z � ���2�4£n� X + U + Z = M � ¯*� X << M � � �c� �8� U + Z = M � � � � �
Ū = M̄ �

� �=Ð�~�QQZm#H�XZCMwO*P�EnF³C�E�F
R
E�F��#`��*X�C�i C�E�F

a
C�LpC�v T	H�H5P	`�oZQ�]�Q.T	H�T�H�H5P	`¦{�T�i¬XZC�i_i�CÁC!E�F�i_fkL ^'P	S�Cci*QÌ P5X,Xcf t C�~nLqXT�i?M�O?T¼C!E�F¦i_fkL ^_P	S9C�i*Q¶XT�L\f t C~�LqXT�i�fkQÊXZC�i_ixCË{�T�i�a

� C!EIP	L t ~	Q.� µ �
a ∈ R

«��.�*�*� � �n�s�.�n��� � �  £n���c� � �8£n«*« � ¯*���n�q«'�n� � ���2�4£n� aR �q� � � �  £n���.� �.� � � � �� �n� £5�q�I�n� n � �n�z�.���2��� (aR)n = 0 ��� �¶���2�4£n� (RaR)n = R(aR)n = 0 �'�.� RaR � ¯*���n� � �8�. _��� a�.�n�Á� � �  £n���c� �K� ¯*���n�q«'�n� �q� ¿ �4ª � �c���4� �.�.� � ��* �.� �c�n�=� � �  £n���.� � «'�n� � ¯*���n��«'�n� �q� �¹«��.�*�*� � �n� �� �¼dgfhR�P�i_F	j%S%QZm#HÖXZCM�O*P�E�F}C!E�FWvzP t m#L\m#Q�T	H�H4P	`�oZQ�]ZQ.T	HÖT	H�H4P	`>v¦T��f%vWm#vÖ[yoZQyvÖfki_fkvWm2vÉJ�CcL\S�o�S9C�LpCZQMÆO?T{�T�i³{no!EICZQ�H5P	vw^_P,R�jÄ]�fÄU�Lq~�i�]�T4a
� C!EIP	L t ~	Q.� �(�c�n� · � º��c� �  *£5�n� M

�}�	È � �W¨*� ¢³�.� � � � � �W¨*�zº��.��� � ���.�q� �.� » �#�4£n� � � �n�p±2¯ �� �.��� �z£2¯*¨*�q¨ � � � �4ª � ªn��� �p��� �n�Ö�}�	È � �}�n� �p�.� �p�.�n�4�c�¾�.�n� � �q�4�c� M1 � µ � M1 6= 0 � ���#�4£n�6� � M1

�n�q��n�����8���n�p�}� � £n��� � ¯*� M1 ¢ �n�4�.���*�c� � � £5�*£ � �z£2¯*¨*�q¨ � £n� �4ª � ªn�8� �q�>� �n�³�}�	È � �}�n� �q�.�'�.� ¥p�n� ��£ � ��«*« �»¹�c� �.�����  ¨*�?�e�.�n� M > M1 > M2 > · · ·
�h�n�*².£n� � �n�z�.�q�2�*�c�s� � � � � �W¨*�zº��.�q� � ���.��� � ���8���4�.�p� � *£5�n���p�c�n�4�.�Â� � � � �}�n� �p� �.�q�.�z� � ���c _���Ê���h�n�*² �4� �5� �.���.� � � ¨?��£5� � ±=���n�.����² � ��� 0

�p�. *�c� � ¥q�n���.�n��4� �5� � �4£5�  £ � ¥p² � ±5�h�n�*².£n�É���  ��¨*�?� �� £ � �®���.�n� · �Ëº��.� �  *£5�n� M ¢ �*��� � �n� �4� �5� � �4£5�  £ � ¥q² � ±5�p�n�*²�� ��Å
	 £n��¯_�n��� µ ª5�p¯*��� ¢ � � ���.�I� � ���8�
M

� � �*¯*�.�s� �.�8� �¦£2¯*¨*�p¨ � �n�_��� �q�Ë� �n� �4� �5� � �4£5�  £ � ¥q² � ±5�p�n�*²�� �®�c�  _� U < V ≤ M � ���#�4£n� U�4£5�  £ � ¥p² � ±5 *£ �8�8� �Á� �p� �c«*« V
�4£5�  £ � ¥p² � ±5 *£ �8�8� �n�_�n� �}» «*«�¡5�Æ�4ª � �c�8�4� �.� � �  *£5�n�Â� � �*² �Ê�4� �n���.�q�.�º��.� �8� �n�p�q± � �n�n�¼�q� �8� �n�q�p± M1 < M2 < · · · �'� �q�p�c� � � M1 > M2 > · · ·

�z£2¯*¨*�q¨ � �h�n�*² M ¢ «��.� � ¥p�n� M�}�	È � �W¨*� ¢��c� � � � � �W¨*�zº��.��� � ���.�q� �.�
 �BADC!E�F�GIHKJ�C�LNMÆO*P�EnF}C!E�F

R
E�F��#`��#`C

RR

vzT��fkvWm2vW[YoZQ�vWfki'fkvWm2vÉJ�C�L\S9o�S9C�LpCZQ.agdgf�R�P	i_F�jkSlQZmIH¦X�CMÆO*P�E�FT,R¶TnLq~4X�Xcf¹~nL�L\jkS!~�Q�P,H�C�H,{�fk{�TnLpC�i*Q�CZH
R
S�C�SlQ�R���LpC!EICZQ

J
Ì P5X�Xcf t C�~�L Ì ~�`�T4a

��f b
J
i_fkL ^'P	S�Cci*Q Ò��f%f\b

J
T�i_i'm#L�Lq~�L®vWfki t C�i©C!E�F	Q�R�Cc`�� Ì P5X�X

R
[�vzP t m2L\m#QZS Ò��fkf%f\b vWfki t C�i�{no!E#CZQ�H5P	vw^_P,R�jÄ]�fÄU�Lq~�i�]�� Ì P5X�X
R
[�v}P t m2L\mIQZSÆT�i_i'm#L�Lq~�L

J
[�i�CZHÊC!EnFÊT�LrHnTnL\v¦T	QgO*T�Sl{n~�i_F4T4a

� C!EIP	L t ~	Q.� ¿ � � ⇒ ¿ �p� � 
 µ � S 6= 0
�.�n� ��� �c���¬�z£#¯*¨*�p¨ �.� ���2�4£n� SJ ≤ S

� � ���8� SJ = 0 � �n�n�
SJ = S �=Å>� ¨?��±n«*« � � � �c�8«��c� SJn = S 6= 0 ���.� � � �.�p�q�.�4���z£5�*¯ �n�*�_��� �  *£5�n� J � �n�p�n�z�.��� � � _��� � �n�I�I� 0 � �(�. _��� SJ = 0 �

¿ �q� � ⇒ ¿ �p�p� � 
 Å �4£5�  £ � ¥q² � ±5�p�n�*²s *£ �8��� ���� � £5�_���8�4£ � ± � �*¯*¨?�4² � ± � �n�Ë« �q� £5�I�2¥q�k�8¨?� � µ �
M1�}�	È � �}�n� �p� M ¢ «��.� � ���#�4£n� M/M1

�.�n� ��� �c��� � ���. _��� MJ ≤ M1 � Å>�¼� �*¯*¨?�4² � ± � º��c�q��� �4�c� � ��¢���8�
M1J

n = 0 � �n�p�n�z�.��� n ¢ ��� � ¥q�n� MJn+1 = 0 �
¿ �q�p� � ⇒ ¿ � � 
 AA ¢ ��¾�n�q���n�p�}� ��� �W�¾º��c�q��� �4�c� � Jn = 1 · Jn ≤ AAJn = 0

�n���n�n�q�}� � n ¢ �8� �
� ���WC��6i'fÏ~�L Ì m#H=T

J(R) � TI]ZP5X�Q�P	i'[�`8T t f�Hn~�L\S��4E�F,MKvWfki_SwT,R R
v¦T��fkvz~�L\f�Q Ì P5X�X.f t C�~�L Ì T�fki�T	H ��T,R�T	R

RRv¦T�nfkv¦~�L\f�QW`oZQ�R�v}P t m2L\mIQ.Tnfki�T	Hb�v}C�S%QR�C�S9o�S!a¾dgfhR�P	i_F�jkSlQZm#HÁX�CMuO*P�E�FÁO?T
RR

vWfki'fkvWm2vW[ÊoZQ¶v¦T�nfk[vWm2vÉJ�C�L\S9o�S9C�LpCZQ�MgT	H�H5P�`
Tcb

J(R)
T¾LpC�E	H,f�Q�C�X�X���T,R�T	R>vÖfki t C�i³v¦~	Q�fkL\FIC�i�X�C�isXZC�i_ixC�LpC�{ �Zb}P�L\F5T�i Ì P5X�Xcf t C�~�LNM�O*P�EnF}T,R

RR

[i�CZHÁCRR�C�Lx{5C�SlSDJ.T	H	S�P	`�vzP t m2L\m#Q.TyJ�ocL\fpEIC!E�F	Q�R�Cc`��_a
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X�b

J(R)
T¦LpC!E�i�T,E�F4P4X�X ��T,R�T,RËvWfki t C�i�v¦~�QËfkL\FIC�S�S!Tn`ZS�T�L\v¦T,R�U�b¾i_fkL ^'P	S�Cci*Q Ì P5X,Xcf t C�~nLqa]Íb

J(R)
T,RWC!E�FIC�SÏLpC�ieP�L\F5T�i Ì P5X�X.f t C�~�LNM�TnvzC�L\F�`�C

RR/J(R)
J�ocL\fpEIC!E�F	Q�R�Cc`��³oZQ

J(R)
i_fkL ^_P	S9C�i*Q�a

� C!EIP	L t ~	Q.� �#�
J(R)

� � R
ª �8�8� � � �}�	È � �}�n� �p� �8£n«*«¦� �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ � �n�_���Ö�Y�z�c� ��� �c��� � ¯*�uº��.�q¥q�� _����±À*�n� �q�.� � � �4� �4� �5� �W� £n�e�z�	È � �z�n� �p� � �.�8� �z£2¯*¨*�q¨ � �¦�c� �8� ����� � ¨*�n�I�n� �p� � �4� �5� � �z�c� ��� �c���c��4ª � ªn���¹�4�.�q�D�q�.�*� � �K� � � � �}�n� �q� �_���Ö��� � � � �W¨*�zº��.��� � ���.�*� � ���8� �5�c�  _� J

� � �Ë� � � � �}�n� �q�Æ�4� �5� ��z��� �8� �c� � ���#�4£n�¶«'�����z�.���©�}�	È � �}�n� �p� M
� �.��� �z£2¯*¨*�q¨ � �� M ∩ J

�*�.�¸�q�. *�c� � �n�q±2¯ � � �.�8� �
J ¢ �*�c� � ¥p�n� M ∩ J = J � � � � � J ≤M � ���. _��� J(R) ≤ J ≤ J(R) � ���.�n�4�.� J(R) =

n
∩

i=1
Mi �

» �2�4£n� � �n�=�.�n� ϕ : RR → ⊕
n
i=1 R/Mi

 *£5�z£5�z£n��§ � �W¨ �.� �n�z�.���2��� rϕ = (r + M1, . . . , r +
Mn) �n�c� �.�*�*�c�W�K�}�n�.��� �c* �.� J(R) � �(�. _��� M/J(R) �p� £5�¦£n��º?� ⊕(RR/Mi)

º � � � �5�.�n� ��� �c����z£#¯*¨*�p¨ � �.�n��� �.�8� �z£2¯*¨*�q¨ � � � �n� �_�.� ¥p�n�Á�}�n�4� �q� º � � � �5�.�n� �8� �c� � �� � � � �c�8� �  _� �.�n�
U ≤ RR

� �.�8� �z£#¯*¨*�p¨ � ��� R/U
º � � � �5�c�n� �8� ����� ���.� πi

� � R/U i ¢�.¯ � � �.�n� ��� �c��� �4£5�  £5�*�c� �8� ��� � Si ¢ ��� � �n�p± � �c��¥�� �.�.� ���#�4£n� ∩Ker πi = 0 � � � � � �
ϕi :

RR−→RR/U
πi−→Si

 *£5�z£5�z£n�8§ � �Ö¨ � £n���z�n�.���n�_��� �z�c� �8� �c��� U �É�.� Ker ϕi

�}�	È � �}�n� �p�� �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ �.� ¥p�n� U ≥ J(R) �«�� ���q� �c�¾� � �*¯*�.� �.�n� �8� �c� � �8£n«*«
R ¢ �z£2¯*¨*�q¨ � �.�q¡4�n�p� R/M

�n�h���#«'�n� � �n *£5� M
�z�	È � �z�n� �p�� �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ �.�K�.� J(R) ≤ M

� � ���8� (R/M)J(R) = 0 � � � �c�p¡ � ¡ º��.�h�n¯_��� ��� �c� � �I� J(R)� � �  £n�8�.� �.��� � � � �.�8� �� _���.�n� U ≤ RR

�8£n«*« � ¯*���n��� � �  £n���c� �.� ���2�4£n� �8�c� �4� � �s� � �.�p¡ � ¡Áº��.�p� ¢¯_��� ��� �c� � �I� (R/M)U = 0
� � �*¯*�.� M

�}�	È � �}�n� �p� � �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ � �� � � � � � RU ≤ M �D�.� ¥q�n�
U ≤ RU ≤ J(R) �²	� µ �z�.�n�

U ≤ R
� �c�8� �z£#¯*¨*�p¨ � �� R/U

º � � � �5�.�n� ��� �c��� � ���#�4£n�>� � a)
� �c�8�¶�8� �c� � �4� J(R) ≤ U � _�¦�c�z�.�p�q�c�8�

U
� � �  £n���.� �c� ���#�4£n�y� b)

� � ���8� U ≤ J(R) � ���. _��� U = J(R) �@�� � dgfhR�P�i_F	j%S%QZm#H¼XZC¾vÖfki_fkvWm2vW[Êo�QWv¦T��fkvÖm#vÉJ�C�L\S�ocS�C�LpC�Q
RR

CZQ�C�S�oci?MgO*P�EnF
J(R)

f t C�~�LNM�oZQÖm4E�F5Tni�CR�ST,RËf t C�~�L\S¹HnTZ^ Ì mIH�MÆO?T
J(R)

[8C�S
R
v¦T�nfkv¦~�L\f�Q¶XT�L\f t C~�L Ì T�fki�T	HWvzC�SlQ�R�C�S9CZH5oci_S t C��6i_fÏ~nL Ì mIH5a

� C!EIP	L t ~	Q.�
J(R)

� � �  £n���c� �.� ���c _���|� � RJ(R) � ¯*���n� �p� � � �  £n���.� � ¿ �p¯ � ��� � º��.�p�n¯_���®« �q� £5�I�2¥q�� � ���c� ��.� � �q� �.��� ���p� �8£n«*« � ¯*�.�n� � � 9.b) �8� ��� � �4� RJ(R) ≤ J(R) � � � � � J(R) � ¯*�.�n� �q�.�Å  * *£ �n�  *£5�n� «'�n� � ¯*���n�q£n�2���n�(¯*�c§_� � �n� � �Á¨*�n�I�n�*� � ��� 	 �n².£n« � £5� ¢ ��n¯ � ���n�q�Y���  �8¨?� � º��.�q _� �8� �_�n� �8¨?� � *£5�n�
R/J(R)

º � � � �5�.�n� �8� �c���©�n� �?��� � ¥q�n��«'�n�p�z£#¯*¨*�p¨ � � � �4� �p� º � � � �5�.�n� �8� �c��� � �8�. _��� ¿ �4� �5� ��� £n�D��.�n� �8� �c��� «'�n�q�z£2¯*¨*�q¨ � ¯ � ���c�2�yª �8�8� �c�5� ���.� �.� � ����� R/J(R) ¢ «��.�¼�¾�8� ���?� �n� �p� �z£#¯*¨*�p¨ � �z�	È � �z�n� �p�«'�n� � ¯*���n�p£n� ¿ � ¯ � �8�c�2�Wª �8��� ���n¯_�n�*¯*±n�2«�±5�¹� �  _�n�n�?¨*�?�Â�.�n�4�c�c���z��� �8� �c�8� ���.� �.� � ���8� J(R)
����8��n� ¢�}� �.� �}� � ª �8�8� � � �z�	È � �z�n� �p� «'�n� � ¯*���n�®�z�c� �8� �c� � � ��� £n�8¯*¥q� � � �  _� M

�}�	È � �}�n� �q� «'�n� � ¯*���n� � ���#�4£n�
J(R)

� � �  £n���.�*² � �,���e� � ���8� J(R)(RR/M) = 0 � ���. _��� J(R) = J(R)R ≤ M �É� �n�n� �p� J(R)«��c�*�*� � �n�¼�¾�}�	È � �}�n� �p� «'�n� � ¯*���n�q£n���z�c� ��� �c� � «��.� �@D@ � ����fkSÏSÏfki2E�[�LpCcvWv¦T�b¦dgfhR�P�i_F	j%S%QZm#HÁXZCMÉO*P�E�F�O?T
M

v¦T��f%vWm#vÖ[�oZQ¶vWfki_fkvÖm#vÉJ�C�L\S�ocS�C�LpC�QWvzP t m2L\mIQM>oZQ
ϕ ∈ End(M)

MÉT	H�H4P	`�{�Tni©P	L\F4T�i
n
MÉTnvzC�L\F�`�C

M = Ker ϕn⊕ Im ϕn
a

� C!EIP	L t ~	Q.� ���q� �c� Ker ϕ ≤ Ker ϕ2 ≤ . . . �c� Imϕ ≥ Im ϕ2 ≥ . . . � �³� � � � �W¨*� ¢Y�.� �z�	È ��¢�W¨*�zº��.��� � ���.��� � ���8� � �n�¼£5�q�I�n� n �  *£5�n� Ker ϕn = Ker ϕn+1 = . . . �.� Imϕn = Im ϕn+1 = . . . �� �.�h�����8¨?� �  *£5�n� �c�2�4£n�
R = Ker ϕn⊕ Im ϕn � µ �

u ∈ Ker ϕn ∩ Imϕn � ���#�4£n� u = vϕn

� �n�h�n�z�.��� v ¢ ��� ���c� uϕn = 0 � ¥q�n� v ∈ Ker ϕ2n = Ker ϕn � ���c _��� u = vϕn = 0 �B� � � � �.�8� ����c� �8� ¡5�p�c�5� � u ∈ M ¢ ��� uϕn ∈ Im ϕn = Im ϕ2n � ���c _��� � �n�e£5���I�n� v �  *£5�n� uϕn = vϕ2n � ¥p�n�
u− vϕn ∈ Ker ϕn �6»¹�.� �8� u = (u− vϕn) + vϕn ∈ Ker ϕn + Imϕn �

	 � @ � � E�F
R
EnF �2`��2SK�	i_fki Ì CZH,SÏjk{�i�CZH�OIjk{,m#i*H�MÆO?T

RR

f%i Ì CZH,SÏjk{�aÉdgfhR,P	i_F�jkS%Q�mIH¦XZCZMÆO*P�E�F
Z
vWfki t C�i�{�TnLpU t fJ.T	H	S�P	`!E�F��#`�� Ì C�fki Ì CZH	Sljk{�M t C

Z
ixC�v¦a
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	 �������` Ì m#H©J�C�L�T,R

A = KΓ/I
T�LÎE#C�Xc`8T t fk`CZH,SÊJ�CcLqXZP	i_SlO?T�S�T�SÏLqT�i ^D`�P Ì CZH,SÏjk{ vzP t m#L\m#Q.T�f%i�T	H Ð®P�CcÑÆF	[t fÏT,E�`8T�v Ì ~�S%MÆO?T

Γ : 1
α
−→←−

β
2

γ
−→←−

δ
3, I = (αβ, βα− γδ, δβ, δγ)

	 � Ó �=Ð®C�E�F4Cci
M

v¦T�nfkvWm2vÉJ�C�L\S9o�S9C�LpCZQ�vzP t m2L\m#Q.a dgfhR,P	i_F�jkS%Q�mIH XZCMWO*P�EnF
rad M

T LpC!E�i�T,E�F4P4X�XsP	L\F4T�i`�o�Q�R�vzP t m#L\m#Q�MuTnvzC�L\F¦H,fÄ]ZQ�f
M
[�X�C�i�a


