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Z2S3
∼= Z2D3 RIS GTUG	F�D!B�VWQ#O�XYF8B[Z�\]F�O�K,D_^�O�V`XIG	a'D%bcBdD!B�DeV`B�afTgF�G9h�OIK,Dei]jkMPG�Z�J2VlJ S B�\]Dm S O�Q�n S H�O�FIopMPG�ZdJ#VlJ S B�\]D�qr O!QLG	V`ZLE S.sut�v.wdx4v.y f zd{ v.wdx2|`}P~ z��8��zd�c� v.y �*�f���d� w z���d�Y� t � v � |�w zd{ v.wdx2|`} ��� } �8�5{.�.� D3 �e� z y �c�.�� vYwdx4v.y A = Z2D3 ����wdx�� �8�d���d���z � w5vY� ��� � z y � v ����{.� � v.w5v � H ���.�8{ � �8�d���d��� v � v � v.|�y*vY} u �5�8�8{ vYw �Y� v

u2 = |H|u ��� wdx char K | |H| v � v �8� y u y*| � ���d� v.y �Y� } � � � yL�_v.y � v � |�w (1/ |H|)u | � v �N�_�d� v.y � ����*�_v.y zd{ v � v � ��vYy 1 + f + f2 | � v �N���d� v.y �.�6�8�d� �Yv.y ���� � | � | � v �N�_�d� v.y � | �.�6� |��4v � � v � � v � } � y2��8� w � � �8�5�8{Y�� � x � } �5���8{ v.w5vd�� (v.~ ����z } �5�N� � v � v.y � v ��� �4v � � f + f2 � � v � v.wdx �c�8� A �¡y z }�wdx �c��� } � | � v�} ��5�8�8{ v.w �Y� vP� z ��¢ � v � � � y ��d�����£zd� � zc¤ A = (1 + f + f2)A⊕(f + f2)A �[¥ { v � �8� } �5�N��� y*vYy � 2 �� | � v.y { | ¢ �Y�c�.� � z y��_v.y*y*v¦v.wdx 1 � � | � v.y { | ¢ � y*| � ���d� vYy � | � v � � �*zd� v � x4v � D3 v � v � v.|`y*vY} zd{>�5�8��{ v.w5vw5v.y*v ��� � �§� v.~ ���[z¨�zd� |`} � ��� z � �4v ���f�]z } ���d�z vYwdx �8{ v �����©�.�f� wdxªy*v � � � y � ~ z�� ¢ �8� � � �*� �N�2� �*��� ��8� } � | � vY} �£�5�8�8{ v.w ��� vd�«¥ �P�d�8�2� |�}¬} �5�N�_� y*v.y � �c| �8{.� y � 4 � � | � v.y { | ¢ �.� vY�*��v.y �*� ¢ � � �`� yc} �P� w| � v �N���d� vYy � vY}4v � }4v � v � y*|e�t�v.wdx4v.y z = f + f2 �£��}#} �d� zA �!y z } � |`y � �4vY} ���d�8���Y� y*vY}�� �d{ | �8z { z, zt, zf, zft }  zf 2 =
z + zf � zf2t = zt + zft ® �¥¯} � �4v � }4v {.�Pz°�8{.�d��{.�d���� � � z�z � �d{ | � v � v � vY}4v.y ¤

z zt zf zft

z z zt zf zft

zt zt z zt + zft z + zf

zf zf zft z + zf zt + zft

zft zft zf zt z

�6�*� � � v.wdx �8{ v �8� v.y±}2| �8{��d�N�`� ~ z�� ¢ � ~ � wdx²v.wdx az + bt + czf + dzft v � v � y � wdx { v � v (a +
b + c + d + bd)z + (bc)zt + (c)zf + (cd)zft  ~ zd�8{ y � � � z=zd{Y� | �.� ~ � wdx x2 = x |�w zd{ Z2 �e��v.y ® � (v.~ ��� zA v.wdx³v � v � v z }#} �d� | � v �����d� v.y �Y� ~ z a = a + b + c + d + bd � b = bc �Y� c = cd �k´ z
c = 0 �*z }#} �d� vY�*� � � b = d = 0 �c�.�µz }2} �d� y*v � } z�� � yc}f¶ � | � v �N���d� vYy ��� ��· z��zd�pzd{�� ~ � wdx c = 1�.� b + d + 1 + bd = 0 ��zd{�zd{ (b + 1)(d + 1) = 0 � � z wdx2| � b �.� d vYwdxc|`}4v 1 ��¸ � � �U� �*� z(f + t)

| � v �N���d� vYy �.�#�Y� v.y*y*vY}°}c|`v.w �.�8{Y�`��� � v z +zf +zt �6·³|�y � }4v �8�8� } �Y��� | � v.y { | ¢ ��z � � v � v � w5vYy*v �� � �L�.��z~ �����5� y*v � 0 v � v �£� }4v � f �.|`} � |`} � ��z y � v ��� � �� � � zc� t � v � |�wCvYwdx4v ��¹cº v.y�~ z wdx � }4v �8���d�6� v.w5� � v ��� � ����*� � �_� �����8{ |�} � ~ � wdxP| �8� v � � �.|`�U| � | ���.� v.wdx ���d����z � | {.�5�P�d���»z } z����d��� } �Y�§�P�#� �*��� �¦ezd{ | {.�5�P�d�8¹'���zd{ | �C� � �z�� � zc� ~ � wdx t · z(f + t)A = z(f2t + 1)A = z(1 + f + t)A ® �f (v.~ ��� Z2D3 �!y z }«} �Y�y*v � | {.�5�P�d��� 2 � � | � v.y { | ¢ �¼� | � vY} �§� v � � � y � ~ z���z�� � z y �*��� � vY} ��� � �P�2� �*�`� ��z � z y ¤ (1 + f + f2)A �.�
(f + f2)(f + t)A = (1 + f2 + ft + f2t)A v { vY}2y*vY}�v.wdxL�!v.wdx �_� � �U� y4x zfz � �8�d�_�d�8�z � w5v�� �� � z y��¥ { v � �8� y*v�}=� z ypv.wdx[y*v �k�8� |`�c| � � | ���zd� |`} � � � zc�Uz°���d�8�2� |�}��c| �8{.� y � v.wdx �8{ v �8�½�P�2� �*�`� � �¾ �p¿µ\ÀH�G�aUn	i%D S J#K±XIOÁNb*G�Q�n

Hom(MA, AA)
XIB�V

A Â M�G�Z�J2VlJ SÄÃ MNE S K m T4TUO�aÅh�G5X�X Aopp Â MPG�Z�J2VlJ S�Æ ÁPbcBB²b*G	MPG	M�G	F]Ç�HYM£J S G,KdB�D�XBdVlF�È	VÉi]F]hIJ#K�Á m S bcB M
^�O�V`XIG	aUDÊbcB�D�B�DeV`B�aÄTgF�G9h�OIK,Dei]j

mod Â A Â XB�a*ÁPB	K�K5G	F
Hom(MA, AA)

^�OYV`XIG	aUDÊbcB�D�B�DeV`B�a�TgFG9h�OIK	DÊi]j
A Â mod Â XB�a_qr O!QLG	V`ZLE S.s=Ë¦v ¹ y*| � � �8� } zd{ A v � v � v.|��4v � � z ��¢ � z � �8{.�d�8{��d��� Hom(MA, AA) �!yk¶*wdx � ~ � wdx (aϕ)m =

a(ϕm) �Å��wdx �8{ v ���Ä�8{��d�P� � �d�8��z � v ��� vYy �d� | { ~*v � � � } � ~ � wdx aϕ � z ��¢ � z y �P�#� �*��� � ~ �5�P�5�N�d�8¹U{.� � �� |`y � v.y a � �z²�.� ϕ ∈ Hom(MA, AA) � � v �É�8� � � �*� �c� ~ � wdx � wdxªvYwdxª� z � A � �P�2� �*�`� ��� } z�� � yc}_�Ì v � � � � � } M∗ �!w z � v {Y�=zÄ�P�#� �*��� ��� �Í´ z α : M → N ~ �5�P�5�P�d��¹U{.� � �.�©z }#} �d� ϕ ∈ N∗ � �z
α∗ : ϕ 7→ ϕα Ê� |��4v � �P�5����z ~ �5�P�5�P�d�8¹U{.� � �8� } z�� � z � � ¢5� ��� �8� } � v { v � �5�8{.�d� α ��zd{Y�� y β z � �} z � ��zd{��d�8��� � v � v.y � |eÎ ® v.wdxª~ �5�N�5�P�d�8¹U{.� � ����� v ¹ y*| � � N∗ �e� ¢5� M∗ �¡� zc�§�.� v {Y{ v � Hom(−, AA)
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� � yc} �8�d� mod � A �e� ¢5� A � mod�¡� z � � {¨zÄ� � yc} ���d�=� | � v�} �=�5�8�8{ v.w5v �½� | � vY} �=�5�8�8{ vYwd��v¬} �Y� v {d�>�.�
(AA)∗ = AA  � � � zd{������ � � �5�f� v � zd�Uz����d��®� v {.���8� AA � | � vY} �[� v � � � y � ~ z���z�� � z y �*��� � vY} ��� �4vY} � v� � y ��d��� � ¢5� AA � | � vY} �©� v � � � y ��d����� } z�� �8� }_�©  v.~ ���¦zP� v � � � y � ~ z��z�� � z y �*��� � vY} ��� �4vY}[} �Y� v.| �*��� �� vY} ��� � �P�#� �*��� �8� }_�	� �5zd�U�d� �*� v { v�}½| �É� v � � � y � ~ z��z�� � z y � } �U� v �8�©zd{Y��� ~ � wdxp~ � y4x[} �5�N��� y*v.y � � v� � y � ~ z�� ¢ AA � | ��� v � �4v AA � � ��z } zd{ A z � w5vY� �z | � v �N�_�d� v.y � v.|»~ z�����8�5{.{�� } � v.w � � z wdxc| � AA �¡y z }� v � � vY~*v �É�8� �*� � v � � � y � ~ z��z�� � z y[} �5�N��� y*vYy � v �*� |`y � AA �!y z }_�����
gO!Q�n�LK ^�O�V Á�b*GQ�n

A
Q�F�E ^.B�VWQ#O�XYF8B

α1, . . . , αk

aUn�\]V`B	K�KdBdV Á m S b*GQ�n B,H M ∈ mod Â A MPG�Z�J2VlJ S a_B	K>j�B�aG	Vln4B�a
B = { b1, . . . , b` }

XE,H�\ S B,Á�B�MPO�Vln�F�OkB B ∪ { 0 }
bcB�VlMPB,H�D�M£\]a_ZLOYa�aUn	i%V�V`B�V»j�B�V�È§h�G5X�X S H,G	F�H�E S� aUMPB�Q4E4XB½K m TUOIH�\eq��cO�V � V h�OPD9G	j�ELX�XE½M°\]a_ZLO�a

α
aUn�i]VlF�B

biα
−1

B,H
{x ∈ B |xα = bi }

bcB�VlMPB,H�D�q¿µ\ÀH�G�aUn	i%D S J#K=XIOÁ§b*GQ�n D(M) Â a�OIK=XE,H�\ S BpB B′ = { b′
1
, . . . , b′k }

bcBdVlMNB,HÁ>B�b*G	V
b′i : bj 7→ δij

Á m S
αb′i = (

∑
biα

−1)′
q

r O!QLG	V`ZLE S.s   v ���8{.� � v.w5v � ϕ ∈ D(M) = HomK(M, K) � �z ϕ =
∑

(biϕ)b′i �§� wdx z b′i v � v � vY}w5v.y*v �������d�8� v.y �*��{ v �8�=z � } �d� y z } D(M) �¡�_v.y �§�.� yLx2| � � � y ��� w5w5v � � v.y*vY}_� ¥ { α yLx � � �z bj(αb′i) =
(bjα)b′i �gzd� | 1 � ~ z bjα = bi �U�.� 0 } � � � y4��v.y��� (v.~ ��� αb′i =

∑
{ b′j | bjα = bi } = (

∑
biα

−1)′ �
� ��� O�Q�n4OYa

AA =
1

2

2

⊕
2

2

2

qCA�BdD!E�FG�HH�J#K�MPO!Q
AA

� G�O��6n Â Zd\eB�Q�F�B�M¼h.E�D%Á m S Z�J*EdVl\ S K m T'H m SS OYV B,H � SS H�O S^�O�V`X�G	aUDÊbcB�D�B�DÊV`Bda³\]a�h�O�K,DÊi%j�h�G5X�X
A Â MPG�Z�J2VlJ S D�qr O!QLG	V`ZLE S.s ¥ { z � w5v�� �z w ��d� � z Γ ¤
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α
β

�.� A ∼= KΓ/I �Cz ~ � � I = (αβ2, β3) � AA t � v��µx#� � | z w �zd� � zª� v.w5v.wdx4v { |`} Aopp
Aopp t � v��ÉxL�� | z w ��zd� � � � z � � Aopp w ���d� � z Γopp ¤
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α
β

�.� Iopp = (β2α, β3) ���6�*� � � zd{Y� } z�� �8� } � ~ � wdx
AA = Aopp

Aopp = 1 ⊕
2

1 2

1 2

.

� ��� v z��N�2� �*��� � �z � v � � v �8� � y*vY} z�� � � v � zd�Uz��¼� v � ���Y� v � v.| �#�.��� |�y � v.y�� �d{ | � v � v � y*v�} � |`y � v.yPy4x � ��� z �� ��z }[v.wdx �5� } ��� v � z y �U� wdx z°� � � � | � � v.wdx �8{ v �8� v.y z�� | z w �zd� � v.w ���d���*����d��� � z � } z�� �8� } ¤
AA = 1 ⊕

1 2

1 2

2

.

� ��� Z hIJ#KuMPO!Q B��gq ^�O�V`B4Z4BdDPB�VWQLO�XYF8E h�B[^ � V � DeD�B	H
M =

1

1 2

2

m S 1 2

2 2

2

MPG�Z�J2VlJ S G,K K Â Z�JUE�Vl\ S Eda_B	K� G,O���n Â Z�\eB�QdF8B�M¼h�E�D!qr O!QLG	V`ZLE S.s ·³|�y � } �Y���P�#� �*��� � � z y � v � � v �8� � y*vY} z�� � � v � zd�Uz��°� v � ���Y� v � v.|Ê�²¥ { v � �8� �_v.y � |`y � v.y� �d{ | � v � v � y*vY} � |�y � v.wdx2|`}fy4x � � �z y �Y{ �4v � vYw ��� � � vY�*�³v.wdx �5� } �Y� v � z y �g� vY~ ���>z t � v��µx#� � | z w �zd� � z
zd{ v � v � v � |�t � v��ÉxL� � | z w ��zd� � v.w ���d�8�*�`��d��zc¤ 2

1 2

1
�p´ z�z½���d�8�#� |`}³� �d{ | � v � v � v.| b1, b2, b3, b4, b5 �

z ~ � �
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z }2} �d�Éz°� � � � | �8� y z }[� �d{ | ��z { b′1, b
′

2, b
′

3, b
′

4, b
′

5 } ¤

b′
1

b′
2

b′
3

b′
4

b′
5

β′

α′ β′

.
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................................

zd{�zd{ β′ : b′
5
7→ b′

3
+ b′

4
� β : b′

4
7→ b′

2
�.� α′ : b′

3
7→ b′

1 � t�v.wdx4v.y b′′
3

= b′
3

+ b′
4
� vY}#} �d�fz

{ b′1, b
′

2, b
′′

3 , b′4, b
′

5 } � �d{ | � � z y z��P�#� �*��� � t � v��µx#� � | z w �zd� � z

b′
1

b′
2

b′′3 b′4

b′
5

β′

α′

β′β′
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zd{�zd{
1 2

2 2

2
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� ���F]hIJ#K�V�O
Z2D3

^�O�V`XIG	aUDÊbcB�D�B�DeV`B�a³\]a�h�OIK,Dei]jkMPG�ZdJ#VlJ S B�\]D�qr O!QLG	V`ZLE S.sp·«|`y � v.y�� � w5v � � �8�d�_�d�8� � �8�d�_�d�8�z � w5v�� �� � z¦� y*|`y � vY} �8� � ���8�d���8{ | �P� v �8� |`} � �Y� v {.�Y���6zd{ � �� v � zd�Uz�� � v.w � � �U�d��z � v �`� � z z©� v � � � y � ~ z��z�� � z yC|�y � vY} ��� � �P�#� �*��� �8� } z�� | �.¤ Q1 = P1
∼= (1+f+f2)A�.� Q2 = P2

∼= (f + f2)(f + t)A �'z ~ � � A = Z2D3 �
� ��� O�Q�n4OYa

AA =
1

3

1

⊕ 2

1
⊕ 3

1

q � Z hIJ#KpM�O!Q�\%a_Z Â A Â XIB�aªB,H � SS H�O S T_F�G9h�O�K,DÊi%j�XIO�MPOYa�� m S B,H � SS H�O S\]a�h�OIK,Dei]j�X��	V�\]a�Z�J#V�ÈP\]FIFO�Z�J R \eXY\%Vl\ S MPG	F]Ç�H�M£J S D!qr O!QLG	V`ZLE S.s ¥��*� � v � zd�Uz��©� v.w � � �U�d�8� ~ �5{ ~ zd��� y ��¢ z y=}2| �8{.�d�P�`� ~ z�� ¢ � ~ � wdx
AA =

1

2 3

1

⊕ 2 ⊕ 3

1
, �Y�

D(AA) =
1

2 3

1

⊕ 2 ⊕ 1

3
.

¥ { �*��� � vY} �8� �4vY}#��v � v.y � | ��� v � � �.|��U| � | � �P�d�8¹U{.� � �8� } z �zd� |�} � � � | � vY} � �5�8�8{ v zd�Uz y � ¢ |`y z }��v � wdx zd{��d��z | �Lzd{ |�y � vY} ��� �4v�}2� � � � v.y � } �4zd{ |�y � v�} ��� � �z � �*�'z � �4v �����]z } ���d�z¦� | � v�} �6�5�8�8{ v zd�Uz y � ¢ | �z� z ��¢ �4v ���`���Y� vY}��
	9wdx z } � �4v � }4v {Y� }4v �§�z � � � �8� } ¤
P1 =

1

3

1

, rad P1 = 3

1
, | ��� v � � �P�d�8¹U{.� � �.¤ 3

1
→

1

3

1

,

P2 = 2

1
, rad P2 = 1 , | �8� v � � �P�d�8¹U{.� � �.¤ 1 → 2

1
,

P3 = 3

1
, rad P3 = 1 , | �8� v � � �P�d�8¹U{.� � �.¤ 1 → 3

1
,

Q1 =
1

2 3

1

, Q1/ socQ1 = 2 ⊕ 1

3
, | �8� v � � �P�d�8¹U{Y� � ��� } ¤ 1

2 3

1

→ 2 ,
1

2 3

1

→ 1

3
,

Q2 = 2 , Q2/ socQ2 = 0, | �8� v � � �P�d�8¹U{Y� � � y*|�y*� � 2 �¡� � � ,
Q3 = 1

3
, Q3/ soc Q3 = 1 , | �8� v � � �P�d�8¹U{.� � �.¤ 1

3
→ 1 .� � @ �=ACB�D�E�F�G�HIH�JLK M�O!Q B,H
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� � ¾ ��� Z hIJ#KuMPO!Q B,H
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1
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