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R =
n
⊕

i=1
Pi

I5M	K)L	H�NPO$QSRE?�Q
Pi

RTOVU�?WD	X)F�?�HZYWL�Q[X$K)M�X MTX\HZM�Q]N^L�R�_"H`_"a-bdce?gfT?hh�C"D
Pi i Xj a

Pj i X5a�h�L	NPa�h j REL	aWQSM	D�IkK)M
Hom(Pi, Pj) 6= 0

fTM�A�B
Hom(Pj, Pi) 6= 0

I j alHm? ATB3?�Qn?WD
K1, . . . ,KtM+h^omA�B]DTMWp&L	X\XqA�U�rsFut	aa�h�?$F�C4A�A"vwD4L	Nxp&L	Q�?�Q)a�?�Oyb]zqO{h�L	Q[B�oVX\aW_"D]YW?I|K)L�ATB

⊕{Pi |Pi ∈ Kj }
R�O$U�?WD+XF�?�HZY�L	Q[X\K}M�X�M�X\HZMTQ~OyR"?�r�H �-M

R i Q�?�DlNPOVQ�RE?�Q
j i U?I j a

R
?h�?WD	Q�?WD�M^R�O$U�?WD+X1F�?gHZYWL	Q[X\K}M�X�M�XyHZM�Q�ATB	�1UW�"D+Q�?WDMwRTOVU�?WD	X�t+aah�? AE?�b

� ? AEL	HZREr	a-�����g�T�3�-�
Rj = ⊕

Pi∈Kj

Pi ��� �-�T�1�}�����-�y�"�)�4�T�
P ∈ Kj �-� r ∈ R ��� �1�3�T�

rP = 1 · rP =

(e1 + . . . + en)rP = ⊕ eirP
���T�)�4�

Pi = eiR
�����-�[ ��

eirP ≤ Pi ¡^¢ �)£)�-�
i ¤ ��� �P¥ �

eirP 6= 0
����1�3�T�

Hom(P, Pi) 6= 0
�)���-�[ ��

Pi ∈ Kj ��¦ �T� rP ≤ Rj ¡§¢ �)£)�-�
P ∈ Kj ¤ ��� �-� r ∈ R ¤ �����[¨��T�T� ¢Z�

Rj / R �¥ �
Rj = S⊕T

�)� ¡ �©� ¢ ¨ ¢  T� ¢Z� �T�1ª}��ª ¤ £ ¢ ���g�"��« ����¬ �g�)�n���1�3�T�x�^���®)�Z�°¯}±1²� ¡^¢ £}� ¤ � � ���-� �©¬ �g� ¢ �E�
S �g� T ¢m� Kj ¤´³ �g� ¢ Pi ¤ �3�-� ¢m¬ � ¡ �T��� ¡ �1£)®)�Z® � �T�]£ ¢ ���g�1�;« �©��¬ �-�4�T�¶µZ�T�

S
¨��T�{� ¡ �-�Z� ¢ �u�3� ¡§· �4�)�g� � ��-� T

¨��T�{� ¡ �-�Z� ¢ �e�3� ¡§· �4�)�-� � �q�3« ¬ «T����¨T�T�^�)� ¡ � ¡ �T��¸ ¬-¡ ® � � �-� � ¬ ���g� ¡^�-��¬ ����� �5¡§¹ £)�4�º� ¢ �����V»��-£
S �-� T

�3« ¬ «T�©� ¢ �)� ¡ � ¡ �T��¸ ¬g¡ ® �©�   �º¼ �
S2 = S

� �g� S ≤ Ann(T ) ¡^¢ ����� Hom(S, T ) = 0
� �-�®)�T�E�T�)µm�T�

Hom(T, S) = 0
�[� ¡^¢ �-�Z�m�-�3� ¡ �4�)£½� ¬ �-�Z¾ ³)³ ¢ �g�1�)�g� �

¿ �½zqO{h�L�Q[B	o$X$aW_"DÀYW?WI�K)LA�BÁK}M
0−→X

α
−→Y

β
−→Z −→ 0 Â _Ea�HZM�QSRE?�UgÃ	Äx?�OVX8?�Q i a�L�U�L�h�MTXVI�M	D�D4L	U

0 <

Z1 < Z
U j a�h�N^L�RT_"H`_"aWU�M~M

0−→X
α
−→Z1β

−1 β
−→Z1−→ 0

a�L	UL�h�M�X@F�?�HÅK}M�a-M3REÆ4b
� ? AEL	HZREr	a-�����-�T�3�-�

Y1 = Z1β
−1 � �-� β′

�
β ¡ �-� ��¬ �T��µZ�  � � Z1β

−1 ¤ ��� ��� �"�3�T�
Im α = Ker β ≤ Y1

¡^¢ �����q�
0−→X

α
−→Y1

β′

−→Z1−→ 0 � �T��� ¬ ���q� � ��� ¬-¢ �S� �-� � ¬ �g���g£)�g� ¢¶� �T��� ¬ ���q�-� ¬ ���1� �  T�3� ¡^¢ ������ ¬^¢Z� �-� ¬ ���"� �u�G� �V»��)�}�À¨ ¢m����¬ � ¡ � � �e� ¬ �-� � ¾ � �T��� ¬ �����)� ¬T� ���-�T�3�g�
ι : Z1 → Z

�½���g� ¡^�-��¬ ����� �³ �- T�T�E� ¬   �-� ι
�)� ¡ � ·[¢Z¡ �T��¸ ¬-¡ ® � �wµm�T�Ç�)� ¡ ¢Z� ���-�Z�[� � �T£ ¹ � ·[¢Z¡ �T��¸ ¬-¡ ® � �u���-�[ ��È� ¬ÊÉ|Ë ±£)�g¸[�)µZ² ¢m¹ »�� ��¬ �g� ¢ �3�e� � ��� ¬g¢ �Ì�4�Z�E�T�

γ : Z1 → Y
�Í� ¡ �-�Î�1���

γβ = ι �§ÏÐ¢ ¨3�g� Im γβ = Im ι = Z1
�

Im γ ≤ Z1β
−1 �Í���-�[ ��

γ : Z1 → Y1 �-� γβ′ = γ(β|Y1
) = idZ1 �]¦ �T�Ñ� ¡   � �1£ ¢ � � �T��� ¬ ��� ³ �T��[� ��¬ �[ T�Î¨T�§�

γ ¡ �T�©¸ ¬-¡ ® � ��Ò
0−→X

α
−→Y1

β′

−→←−
γ

Z1−→ 0,

�{ ����[���V»�®}���)�)�4�T�~� ¡   � �1£ ¢ � � �T��� ¬ ���d���-�Z�[� � �T£ ¹)�
Ó �~Ô�?�A�B3?gQ

AA =
1
3
1
⊕ 2

1 ⊕
3
1

b Â Rs�W_"D�N^? A~M+hP? A�B	a�h�?gUW�]N^L�R�_1H`_"a�L+D Â _EaWHZMTQSRE?�UgÃ	ÄÕ?gOVX�?gQ i ?�H`X8L	H`XÖ�-M�OVX�b� ? AEL	HZREr	a-� � �T�
M ¡ �1£)®)�Z® �dÉ|Ë ¤ �-�Î���4�Z�V»� ��d�P�3«+¨3�g�©�3� ¬ ¾§� �g·��g� �g�1�3�g���Z�-�)�g�d� ¢m�©¬   ¡ µZ���T� ¢ Ò

ξ : P ′ α
−→P −→M −→ 0

� ¬ M · ���	»����1��µÎ¨u���-�m�4�Z£[  �  T�[���w�-� � ¾�� � �d� �g·S�-� � ��� �����l�T�Z���T� ¡ � ¬-¬ ®}�w�
Hom(−, AA)

��®)�}�1���T���-Ò

ξ∗ : 0−→M∗−→P ∗ α∗

−→(P ′)∗−→Tr(M)−→ 0,

� ¢ �-� �-��¬ µZ��¨3��»�� ³)³ �4�Z£[�T�m�4��� ¬ α∗
�3� ¡ �T�-»� �¨T�T�\�&�)�4�T�½�-� ¬ ���"� � �T��� ¬ �����T�x��� · »�®)�}� �Õ��¬ ®}� T�Ð�T�Z���T� ¤

¡ � ¬-¬ ®}�w� ¬ ®}� ¹ ³)³ ¢¶� �T��� ¬ ������§�
K ¤ £)®[�T� ¢ �  � ��Ò

D(ξ∗) : 0−→ τ(M)−→Q′ D(α∗)
−→ Q−→D(M∗)−→ 0.

É|¬ ®}� ¹ ³)³ ¢ ³ �T�
τ(M) = D(Tr(M))

� �-� Q = D(P ∗)
�

P ¤ �)��� ¡ �-�4���g�m�-�Z¾ ¢ ��»��g�"��µZ¨S�
Q′ =

D((P ′)∗)
�

P ′ ¤ �)�g� ¡ �-�4���-�Z�-�m¾ ¢ ��»��g�"��µZ¨ ¡ �"£)®)�m® �-�
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¥ �
Hom(P ′, P )

�-�T�}£ ¢Z¡ �-� ¬-¢Z¹4� �½���"�3�T�
Hom(Q′, Q) ¢m� � ¬ �wµm�T� � ³)³ �T� � ¬ � � �g� ³ �-� �

¡   � �"£ ¢ � � �T��� ¬ �����T�P� ¢ �m�g�)�g�^�[�T�T�1� ¢ � �g� τ(M) ¤ ��� ¡§¢ �3� D(α∗) ¡ �T�-»� ��P� ¢m��¬   ¡ µZ���[���V»�®}� �Ñ� � ¤�m�g�}�3� ¬ ¾^� � �g� ³ �g��� ¡   � �"£ ¢ � � �T��� ¬ ��� α∗ ¤  �� ¡ �-�º�3�g�m�n�[��� ���� ¬ �"®)�}�S�S� ³)³ ¹ � Tr(M) ¤ �g��� �-� � ¬ � T�
τ(M) = D(Tr(M)) ¤ �g�q�-�T� �©¬ �g��ª]£)®[ T� ¢m� � ��·[¬-�-��� �g���\�Z£ � ��� � ���g�{�T£[��� � �T��� � ���-�{�T£[��� ��	� �É|¬ � ³)³ �-�Ì�^���-�m�T£[��� ³ �T�]� � ��£)� ¬ �g���|�-�Î���4�Z�����}�)� ¬ �g� � �u� ¬ �-� � ¾ ¡§¹ £ ��¬ ��� �dÉ � � ���-�m�T£[��� � �T��
 ����-�m�T£[��� T�[��� ¡ �-�4�4�m£[  � � ��¬ �g� ¢ �3�

AA =
1

2 3
1
⊕ 2 ⊕ 3

1 , �g�
D(AA) =

1
2 3
1
⊕ 2 ⊕ 1

3 .

� �)�)���½�T�m� · »� T�]� ¬ �g�Z���4�Î����^� ¢Z��¬   ¡ µÎ�  � �}Ò
ξ : 3

1 →
1
3
1
→ 1 → 0 D(ξ∗) : 0→ 3 → 1

3 →
1

2 3
1
→ · · · τ( 1 ) = 3

ξ :
1
3
1
→ 2

1 → 2 → 0 D(ξ∗) : 0→
1
3
1
→

1
2 3
1
→ 2 → · · · τ( 2 ) =

1
3
1

ξ :
1
3
1
→ 3

1 → 3 → 0 D(ξ∗) : 0→ 2
1 →

1
2 3
1
→ 1

3 → · · · τ( 3 ) = 2
1

���~Ô�?�A�B3?gQ
AA = P1⊕P2

IºM	K)L	H
P1 =

1
2
2

j a
P2 =

2
2
2

I�X�L�f�r3Y�Yr
P ∗

1 = Hom(P1, AA)
j a

P ∗
2 =

Hom(P2, AA)
b ÄÕMs��h�L	H ��_EDeF�t	HqM

P ∗
1

j a
P ∗

2

YM�H
A i N^L�RT_"H`_"a�L+D]Ô'L�?	�kB i R�O´M�A�U�MTN��-r�X�b�eMÑM+h

α :
P2 → P1

K)L	N�L	N^L	U���h�NP_"aPD j p&?�? A�B3R�OVN^?�Q)h�O´Æ+a�IÕM	D+D4L	UPNPOdM	h�?�Q[Q�?WDuN�? AsF�?�Hm?gHmv
α∗ : P ∗

1 → P ∗
2K)L	N�L	N^L	U���h�NP_"a§MºÔ'L�?	�kB i R�O´M�A�U�MTN^L+D4L	QÁN^? AEM3R�f�M���eM�X rTU�L�hhg_ED�N^? A]?�Q[Qn?WDºa�? A�oVX\a j A j fT?�H'M+h 1
2N^L�RT_"H`_"a Â Ä i ?�H`X8L	H`XÖ�-r�X�b� ? AEL	HZREr	a-� � ®)£�»�®}�����)�4�T�

End(AA) ∼= A
�T�T�)�4� ¡^¢ �)£)�g�

r ∈ A
�-�Z� ¡ �)�g�l� ¬ r ¤ ���-�4¨T�T� ¹ ³ �T� ��¬ �T� ¬   ����-�Z�-� ¡ �-� �P� ³)³ �g�

Hom(Pi, AA)
� ¬ Aei

� �-��¬g¡ �1£)®)�Z® � �y� ¬ ei ¤ ¨3�-��¨��T� ¹ ³ �T� ��¬ �T� ¬   � AA ¤y³ �T�Ñ� ¬
eiA

�3� ¡º· �4�)�-� � ����¨��T� ¹ ¨3�g��µÎ� �-� �� �g� Hom(Pi, Pj)
� ¬ ejAei

�T�Z� � � ��� �T�
ϕ ∈ Hom(Pi, Pj) ¡ �T� ¤¸ ¬-¡ ® � �\� ¬ End(A) ∼= A ¡ �g�4���-�m�-�Î���g� �g� � � � r ∈ ejAei

�-�Z� ¡ ��� �g· ���
HomA(−, AA)

��®)�}�1���T���[ T�
r∗ : Hom(Pj, AA) → Hom(Pi, AA)

� ¬ r
�g�m� ¡^¡ �-��¨T�T� ¹ »�� ³)³ ��¬ �T� ¬   � �q� ¬ � ¬ ej 7→ ejr = r �� �-�[ ��º�[�

ϕ : ei → r
�����1�3�T�

ϕ∗ : ej → r � É ���1�	�d� ¤ £ ¢ �T�T��� ¡ �T�T�����3«4�)�E�3� ³)³ AA
�)�-�Z�3������ ¬ Aopp

Aopp ¤ ��^��«4�mµÎ��� ¢ �S�g�1�3�T�
ei 7→ r

� ��· �
ej 7→ r′

�n�T�)�4�
r′

� ¬ r ¤ �)�g� ¡ �g�4���-�m�-�Z¾
Aopp ¤´³ �g� ¢ �g�m� ¡ ����-�[ ����[���E� ¢ �{��� ��¬ �T� ¬ ������� � �E��µZ��»�®}�º��«4�\�E���1�3�T���l�3� ¢ �{��� � �T�����-�)£�»�� ¡ �-�4���T��£)®)� ��� �-� ³ �4�3���[��������m�T�

· ���+»��g�"��µZ¨3�g�]£ ¢ ���g�"��« ����¬ �-�4� ¢ �3« ¬ «T���;¨3� ¬ �g��¾~�)� ¡ � ¡ �T��¸ ¬-¡ ® � �T�����|���3� ¡§· �4�)�-� � �g���3« ¬ «T��� ¢ �)� ¤
¡ � ¡ �T�©¸ ¬-¡ ® � �T� ¡  ���� ¢�� ��� � �3�lµZ���[���V»�®}���J»�� ³)³ � ¹ ��µZ��¨��½�-�T�Á�T£)�T���l�3� ¡§· �4�)�-� � �4�-�)�g� ����T���-�m� ¡ �� �g·S� �)�g���Õ�3� ¡º· �4�)�-� � � ¢ � ¡ �g�4���-�m�-�Z¾ � �T� �©¬   ¡���� �T� ³ �Õ�3�g���)�Z�)�g����� �-� ��� ¤ �m�g� �g· � ¬-� � � �)� ¡  ���� ¢�� �T�����T� �©¬g· �4�[ T�Z� ¢ �3�g�m� �É ¡ �-�3�T£)�T�©�P�T�m�4� ³ �� �� �-� ³ �T���4�m£[�T� ¢ ���g�4®)�{ �� ¢Z��¡ �1£)®)�Z® �  �� ¡ �-�3�T£}��®}�À��� � ���-�{�T£[��� � �T��
 ����-�m�T£[���  ³ �T�nÒ É|¬ �T�m�4� ³ ��º�T� T� »��

Γ
Ò

• •
1 2

.................................................................................
..........

..
...........................................

.......
.....
.....
.....
.....
.....
......
........

..............................................
.....
..

.......
.....

γ
β

�-� A ∼= KΓ/I
���T�)�4�

I = (γβ2, β3) � AA
���1� �q� ¤ £ ¢ �T�T�� ¡ »�� ¡ �-�4�-�T�3� ¬-¢ � Aopp

Aopp

���1�	�d� ¤£ ¢ �T�T��� ¡ »� �¨��T� � Aopp
�T�� T� »��

Γopp
Ò

• •
1 2

...............................................................................
..

............ ...........................................
.......
.....
.....
.....
.....
.....
......
........

......................................

...............
............

γ′

β′
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�-� Iopp = ((β′)2γ′, (β′)3) ��� ³)³ ¾4��� ¬ �d��� · »�®}���[�)�4�T�
AA = Aopp

Aopp = 1 ⊕
2

1 2
1 2

= P ∗
1 ⊕P ∗

2 .

É ¡ �-�3�T£)�T���
α : P2 → P1

�)� ¡ � ¡ �T��¸ ¬-¡ ® � α : e2 7→ γβ
�xµm�T� � � �g· �

α∗ : P ∗
1 → P ∗

2

�
α∗ : e′1 → (γβ)′ = β′γ′ �É|¬ 1

2 ¡ �"£)®)�m® �qÉ|Ë ¤ �-�Z���4�Î�V»� T�[����� ¢Z��¬   ¡ µÎ�  � �}Ò
ξ :

2
2
2

α
−→

1
2
2
−→ 1

2 → 0 ξ∗ : · · ·−→ 1
α∗

−→
2

1 2
1 2
−→

2
1 2

2
→ 0 τ( 1

2 ) =
2

1 2
2

�
� � eM�X�r�U�L�hWh�_EDºN^? AwM	h

A
M�HÖAE?�Y-U�M Â _EaWHZMTQSRE?�UgÃ	ÄÕ?gOVX�?�Q i A�U�r©FV�-r�X$I�K}M

AA =
1
3
1
⊕ 2

1 ⊕
3
1

b
� ? AEL	HZREr	a-� É|¡§¢ �3�Õ��� � ���-�{�T£[��� � �T��� � ���-�{�T£[����  ³ �T�½� ¢Z��¬   ¡ µÎ���T����®}�S�

AA =
1
3
1
⊕ 2

1 ⊕
3
1 ¤ ���

AA =
1

2 3
1
⊕ 2 ⊕ 3

1 , �g�
D(AA) =

1
2 3
1
⊕ 2 ⊕ 1

3 .

É|¬ �T�Z�4� ³ �� �T� T� »��È�m�g�T�3�-�
2

α
−→ 1

β
−→←−

γ
3 � ± ¬   ¡ µZ� � ®}� � ¢ �g�m¾ ��¬ «T�]� ¬�¢ ��»��g�1��µZ¨ ¡ �1£)®)�Z® � �T� τ ¤�T� ³ ¢ �V»�� ¢ � �wÉ|¬ �-�Î���4�Z����� ³ ¹ ��� ¬ �-�T� ��¬ �g��ª � � �g���g�3����� ¢m�©¬   ¡ µZ���T����®}�Ì� � � ���g�{�T£[��� ³ �T�n�k�½��« ³)³ ¢ �)� ¬�[� ��¬ �[ T� »�®}�]� 
 � ���g�{�T£[��� ³ �T�~�m�-µÎ��� ¡§¹ £ ��¬ ����� �

ξ :
1
3
1

ϕ
−→ 2

1 ⊕
3
1 −→

1
2 3
1
→ 0, ϕ = [α βγ ] ,

ξ∗ : 2 ⊕
1

2 3
1

ϕ∗

−→
1

2 3
1
−→ 1

3 , ϕ∗ =

[

α′

γ′β′

]

, τ(
1

2 3
1

) = 3
1

3
1 · ���	»����1��µÎ¨��)µm�T�u� ¬ � ¬ �T� ³ ¢ �q¨ � �4�g� � ��� �

τ( 2 ) =
1
3
1

� � � ���-�m�T£[��� ��¬ �g� ¢ �3���
�-� 1

3
1

¢m�G· ���+»��g�"��µZ¨ �
ξ :

1
3
1

ϕ
−→

1
3
1
−→ 1

3 → 0, ϕ = [βγ ]

ξ∗ :
1

2 3
1

ϕ∗

−→
1

2 3
1
−→ 1

2 3 → 0, ϕ∗ = [ γ′β′ ] , τ( 1
3 ) = 2 3

1

ξ :
1
3
1

α
−→ 2

1 ⊕
3
1 −→

2 3
1 , ϕ = [ α γ ]

ξ∗ : 2 ⊕ 3
1

ϕ∗

−→
1

2 3
1
−→ 1 . ϕ =

[

α′

γ′

]

, τ( 2 3
1 ) = 1

τ( 1 ) = 3
� � � ���-�m�T£[��� ��¬ �g� ¢ �3� �

τ( 3 ) = 2
1

� � � ���-�m�T£[��� ��¬ �g� ¢ �3����-� � ¬-¬ �-��� ¬ � ¬ �T� ³ ¢ � ¢m� ¨ � �4�g� � �©� � � �g�m�[� ��¬ �[ T�Î¨T�§� � � ���-�m�T£[��� � �T��� � ���g�{�T£[��� T�[���~�g���-£ ¡§� �E� � �|�
· ���+»��g�"��µZ¨3�g� ³ � ¡ �g�)¾ �g� � ¬P¢ ��»��g�1��µÎ¨3�g� ³ ¾4� ¢ �)£)®)� ¹u¢ �����g£)®)² ¢ ³ ¢ � ¢m�;¡ �T�©¸ ¬-¡ ® � �T�1� ¹ �\�n�

τ ¤ �T� ³ ¢ ���T�����« ����¬ �u��®)£�»�®}�Ñ�T� · ² � �4�m� ¢ � �-� � ¬ « ����¬ � ����¬ ����� · �m¾ ¡ �"£)®)�m® � ���g� »�� �PÉ|Ë ¤ � �T��� ¬ ���� �� ¡ �-�T��� · »�®}� �y�£ ¢m¡ �-� ¬-¢m¹ �"�T�T�1�m�-�)�g���-�Z�m�-�)¾T� ¢m¬ � ¢ ��4���-�[ ���� ¬ �g��� ¡ �"£)®)�m® � �T�P� ¬GÉ|Ë ¤ �T� T�@�-�T�e���-� »�� � �3� ¡§· �4�)�-� �©� ��T£�»� ���� �-�d¡^¢ ¨3�g��� ¬ �P�3� ¡§· �4�)�g� � ¨ � �4� � �[� ¬ �P���-� »�� �ÕÉ|Ë ¤ �T� T� �
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b
� ? AEL	HZREr	a-���E�g�m«4� »��}���

Z3S3
∼= Z3D3

² � � · �T����T�Z�4� ³ � ��
A ¤ ¨T�T�\� �-� �m�g�T�3�-�

D3 = 〈f, t〉
�'�T�)�4�

f�-�T���[��� ¡ �T£}���-�)£)ªÐ���T���3���  � � t · �-£ ¢ �u�-�T�½���}�1��« ¬g�-�-� 0 = 1− f3 = (1 − f)3 ¡^¢ ���©� 1− f ∈ A� ¢ � · �T���g� � �-�Z� ¡]��� ��¨T  ³)³  
(1− f)t = t(1− f2) = −tf2(1− f) �g� (1− f)f = f(1− f) ¡^¢ �����

(1− f)A ≤ A(1− f)
� �-� µm�T�

((1− f)A)3 ≤ A3(1− f)3 = 0
�@���-�[ ��

J = (1− f)A
� ¢ � · �T���g� �»�� ³)³ ¢ £)�- T� � � ¾T� ¢ £)�- T����}µZ�T�

J ≤ J(A) � J ¤ �)�g� ³   ¬-¢m� � { 1− f, f − f2, t− ft, ft− f2t }
�}���-�[ ��

J� � �T�1£ ¢m¡ �-� ¬g¢m¹4� � ¡   � � �-��¬ � D3 ¤ �[���P¨T�T��� � �k�}�)�m«4� ³ « ¬ ¾ ¢ �©���-£)®)² ¢ ³ ¢ � ¢Z� � ¢ �)�� �� ¢m� ��� · ��� ¬ �-�E�� T² ¢m¹ »��}Òk���� ¢ ¨ ¢  T� ¢m�G�-� � ¬ �S� ¡ �-�Z� ¢ �u�º���}�1��« ¬-�g� �g�}�)� ¬ −1 ¤ �g���@�§���T���3����  � �T�}�)� ¬ 1 ¤ �g�d���-�)£)�-�\�S� ¬g� ��� A/J(A) ¤�[���^�)� ¡ � ¡ �T���S� �g· �
S1⊕S2

�1�T�)�4�
S1, S2

� ¬ �-�Z¾ ³)³ ¢ ��� · ��� ¬ �-�3� T² ¢m¹ �1�)� ¬ �������� ¬g¹ �-�T�}£ ¢Z¡ �-� ¬-¢Z¹4�¡ �"£)®)�m® � �T�S�}���-�[ ��
J(A)

�m�-�4��«4� »�� ³)³ � � �T�1£ ¢m¡ �g� ¬-¢m¹4� � �-� � ¡^¢ ����� J(A) = (1− f)A �
ÏÐ¢ ¨3�g� A/J(A) ∼= ⊕Pi/ radPi

� �-� A/J(A)
� � �5�g�T� ��¬ ����ª ¡ �"£)®)�m® � £ ¢ ���g�1��« ����¬ �g�4�T� AA

� � ����-� ³ �4�3���[��������m�T� · ���+»��g�"��µZ¨ ¡ �"£)®)�m® � « ����¬ �-� � ��� ³ � ¡ � ¢ � � � �T� ¢ £)� ¡º· �T���-� � �§¨ ¢Z��¬ �4�3�º�3«4�)�3�3�-���T�m T�m®)�}��Ò
(1+ t)2 = −1− t ¡^¢ ����� −1− t

� �-� �-�)�)�g�§� ¢ �g� �-��¬ µÎ��¾+»��T� −1 + t ¢ £)� ¡§· �T���-� � �-�Z� ¡ �g�S�
P1 = (−1− t)A �-� P2 = (−1 + t)A

� ¬ A
« ���©¬ � � ���-� ³ �4�E���[��������{�T� · ���+»��g�"��µZ¨ ¡ �1£)®)�Z® � �}Ò

AA =
P1⊕P2 ��ÏÐ¢ �)£}�3�g����¾~�[ ���� ¡ £ ¢m¡ �-� ¬-¢m¹4� �n£)�º�)� ¡ ¢Z¬ � ¡ �T���V���S� ¡ �g���

P1/ rad P1 �-� P2/ radP2
�� � �d�)� ¡ ¢m¬ � ¡ �T�����-�T� ��¬ �g��ª ¡ �1£)®)�Z® � �3�g�m�y�)�)�4�T�w�Z�-�T�3�-� ����-�T�3�-�

e1 = −1− t �-� e2 = −1 + t �dÉ ���g�{�T£[��� ³ �T� ¡ �g�3�T£)�T���x�T� T�V�T�Z�4� ³ ����
Γ : 1

α
−→←−

β
2�T� T���)� ¬ �������� ¬-¹ B = KΓ/I

�T�Z�4� ³ ��}���T�)�4�
I = (αβα, βαβ) � J(B)

���m�-�3�T�m  ³)³ �-�T� �)� ����¬ �®}���� � ¢ �)�� �� ¢m� �3� ¡ ³ ¢ �[ T² ¢Z¹4¢ ³ ¹ �� T�Z�y�|µm�T�
e1J(B)e2 = Kα

� �-� e2J(B)e1 = Kβ � � �g�[ ���� ¬¢m¬ � ¡ �T��¸ ¬-¡ ® ��¡ �-� ¡ ®}����  �  T�)� ¬ e1J(A)e2 �-� e2J(A)e1
�-�T� ¤ �-�T�º�4�-�)�g� ����T���-�m� ¡^� �5�3�g�m�&�E�1µm�m�[���¨� T�{� ��¬ ���T� ¢y� J(A) = (1 − f)A

��µZ�T� �m�-�T�3�-�
α = e1(f − 1)e2 = e1fe2 − e1e2 = e1fe2 �-�

β = e2(f − 1)e1 = e2fe1 − e2e1 = e2fe1 �|É|¬ �E� ¢ �Z¨� T�3¨T�T� ¹ �S�)�4�T�
αβα = βαβ = 0

��®)�T�E�T� ¢m�¡^¢ �)£)�-�T� ¢ ���g�m� ¡ �
J(A)3 ¤ �)�g�S��� ¡^¢ (1 − f)3 = 0 ¡^¢ ����� 0 ��ÏÐ¢ ¨3�-� α = e1αe2 �-� β = e2βe1

�� ¬�¢ £)� ¡§· �T���g� � �g� �-� �Ñ�3� ¢ �m��� ��¬ �T� ¬ ���� ¡ �-�4���-�Z�-�x� �T� T�V�T�Z�4� ³ �� ³ �g� ¢Õ�©¬ �T� ¬ �����[��� � ��¬ �-�}�1µZ¨}�)�² � ����� ¬ �;�3�-�m� ³ �-�{ ���� ¢ ���)�4�T�
P1 = 〈e1, α, αβ〉 �g� P2 = 〈e2, β, βα〉

�¶� ¡^¢ �)� ¬ �-� � � ¡ �-� ¡ ®}������ ¢ ��)�4�T� � ¡ �-�3�T£)�T���P�[ ���� ¡ ¤ �[ ���� ¡ �-�Z� ¡ � ¢ �)�� �� ¢m� �T� ���)�4�4�g���m�-� � α = e1fe2 = e1f(−1 + t) =
e1(−f + tf2) = e1(−f +f2)

�1®)�T�E�T� ¢Z� e1t = (−t−1)t = −1− t = e1
� �-� αβ = e1fe2e2fe1 =

e1fe2fe1 = e1(−f +f2)fe1 = e1(1−f2)(−1− t) = e1(−1+f2− t+f2t) = e1(−1+f2− t+
tf) = e1(−1 + f2− 1 + f) = e1(1 + f + f2) ��É|¬ � ¢m� ��®)£�»�®}���)�)�4�T�

e1t = e1 ¡^¢ ����� e1A ³   ¬-¢Z� �
{ e1, e1f, e1f

2 }
� �-� � ³)³ ¾4�@�3«�¨3�g���3� ¬g¢ ���E�)�4�T�

{ e1, α, αβ } = { e1, e1(−f + f2), e1(1+ f + f2) }

¢m� ³   ¬-¢m� P1 ¤´³ �-� ��¥ � � �4�)� ¹ �T�n�Í� ¬ e2t = (−1 + t)t = 1 − t = −e2
« ����¬ �g���)�4� �-� �����-�Z�[� ��¬ �[ T�Î¨T���� · »�®}�S���)�4�T�Ì� ¬ { e2, β, βα } = { e2, e2(−f − f2), e2(1 + f + f2) }

�[�T� ¡ � ¬ ³   ¬-¢Z�  ��e�T�Î�3�T�V»��
P2 ¤ �)�g� �
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KG �
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KG
F�t�Hmt	X\X �

� ? AEL	HZREr	a-� � �Z¾ ��¬ «T� ³ �-�m ��V»�®}�
|G| ¤ ����¨3�4�[�����3� ¬-¹x¢ �)£)®}�3² ¢m¹ ¨T�T�\�T�)�4�T�

G ¤ �)���e�-�T�3�g���m�-� ¢ �����-£)®)² ¢ ³ ¢ � ¢m���� · ��� ¬ �-�3� T² ¢Z¹ »��§¨��T�n������� ¢ ¨ ¢  T� ¢m� ��� · ��� ¬ �-�E�� T² ¢m¹)� ���g�T�3�-�
ϕ : G → GL(V ) ¢ �����-£)®)² ¢ ³ ¢ � ¢Z�-��ÏÐ¢ ¨3�-�

G p ¤ ² � � · �T�����
Z(G) 6= 1 � ���-�T�3�-�

1 6= g ∈ Z(G) �|¥ �
|G| = pn

�n���1�3�T�
(ϕ(g))pn

= ϕ(gpn

) =
ϕ(1) = I

��µZ�T�
ϕ(g) ¡§¢ � ¢m¡  T� · �4� ¢ �)� ¡ »��P� ��¬ � ¹ »��u� ¬ xpn

− 1 = (x − 1)pn �y�
p

��������1���g� ¢m�©¬ � ¢ ���¡^¢ ������� � · �4� ¢ �)� ¡ �[������� ¬-� ��� ϕ(g) ¤ �)�g� ¨��T�
1 ¤ �)� ¬ ��������� ¬-¹À� �+»� ��©¨3�g�1���T��� � ���-�T�3�g�

V1
�

ϕ(g)����T� �©¬ ���T� ¡  T² ¢Z¹ 1 ¤ �)� ¬ �������� ¬g¹�� �+»� ����T�Z���g��� �kÉ g ∈ Z(G)
���g�Z���g¨ �g�d¡^¢ ������� ¬ Imϕ ¤ ¢ �E¨���� ¢  T� � �[µm�T�

V1 = V
� �-� g ∈ Ker ϕ �k¼ �x���"�3�T�

ϕ̄ : G/ 〈g〉 → GL(V ) ¢m��¢ �����g£^��� · ��� ¬ �-�E�� T² ¢m¹ � �-� � ¬q¢ �)£)®}�3² ¢Z¹4����-�Î���g¨ �-�d¡^¢ �������©� ¢ ¨ ¢  T� ¢Z� �1���g�[ ��
ϕ ¢m� � ¬��
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A = KG �-� M0 = {
∑

g∈G

λgg |
∑

g∈G

λg = 0 } � M0
�3� ¢ �Z¨� T�Ð� �-��¬-¡ �"£)®)�m® � AA ¤y³ �T�n�

�-� 1
�3�"£ ¢m¡ �-� ¬g¢m¹4� �S���-�[ �� ¡ � �)¢Z¡  T� ¢Z�G¢m�-�;Ï   � � �-�©¬ � ³  �� ¡ �-�Î�

M ¡ � �)¢m¡  T� ¢m�G¡ �"£)®)�m® � ��� AA/M� ¬ �-�T�3�����m�-�n�"��� ¢ ¨ ¢  T� ¢m��¡ �1£)®)�Z® ��� �T�&�m�-�)�g�G² � ��� ¢Z¬ � ¡ �T��� �Eµm�T�§�e�V���1���T� ¡ �1£)®)�Z® � ³ �T�
1 · g = 1

�}� ¬ � ¬
1−g ∈M ¡^¢ �)£)�-�

g ∈ G ¤ ��� ���;¢Z��¬ �4�3��� ¬ �g�^� ¬ �-�m� ¡ �g�P� ¢ �4�-�)�g� T� »� ��
M0 ¤ ���E���-�[ ����

M0 ≤M
� �-�µm�T�]� ¬ M0 ¡ � �)¢Z¡ �T� ¢ �  � � ¡^¢ ���©� M = M0 �x��¬-¬ �-� ³ �-�m �����®}���&�)�4�T�

M0
� ¬ �-�T�3�g���m�-� ¡ � �}¢m¡  T� ¢m�� �-�©¬-¡ �1£)®)�Z® � AA ¤y³ �T�n� �g� µZ�T�

J(A) = M0 �
� � < �~Ô�?�A�B3?gQ

0−→X
α
−→Y

β
−→Z −→ 0

?�A+h�M	D+Xda�L	UL�h�M�X�buzqO{h�L�Q[B	o$X$aW_"D½YW?IÕK)L�A�B½K}M
α

O$UWU�?R�_
�
OyYgOVH`O�aI

j a
Im α ≤ Y1 < Y

I�M	D�D3L	U
Im α

RTOVU�?WD	X�t+aah�?�M3R3MTQSREÆ8�-M
Y1 i Q�?�DTb

� � ¿ �~Ô�?�A�B3?gQ
AA =

1
2
3
⊕ 2

1 3 ⊕
3
1

b Â Rs�W_"D�N^? A~M 2
3
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