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1. Legyen Ap = g &) 123 &) % Bizonyitsuk be, hogy A Frobenius-algebra.

Megoldds: Az algebra grafja I" : 1 %2%3, és A= KT'/I, ahol I = (af, 07, Ba — ~0).
Ay talpa soc Ay = (o, Pa, 68) = S3® Sy @ S1. Mivel S; = P;/rad P;, minden x € S;-re
xe; = x és xej = 0, ha j # 4. Legyen ¢ : A — K az a lineéris leképezés, amely 1-et vesz
fol ay-n, Ba-n és §3-n, és 0-t a bazis kiegészits részén: { ey, e, €3, a, 3,7, 9 }-n. Belatjuk,
hogy Ker ¢ nem tartalmaz nem nulla jobbidealt. Legyen ugyanis 0 #£ u € M < A4, és k a
legkisebb szam, amire uJ(A)* # 0. Ekkor van 0 # v € uJ(A)*, és erre vJ(A) = 0, vagyis
vA < M féligegyszeri. Ebbdl kovetkezik, hogy vA < soc A4, tehat v = zay 4+ yBa + 263
valamely z,y,z € K-ra. A harom egyiitthato koziil legaldbb az egyik nem 0, és ha az
Si-belinek az egyiitthatoja az, akkor 0 # ve; € M. De ekkor ve; a7, Ba,df egyikének
nem 0 skalarszorosa, igy ezen a ¢ értéke nem 0, tehat M nincs benne Ker o-ben. Konnyen
ellendrizhetd, hogy soc 4 A = (ary, fa, 08) = ST & S5 @ Sy is igaz (ahol Sy = P?/rad PP,
és P = Ae;), és ebbdl kijon, hogy Ker ¢ nem 0 balidealt sem tartalmaz.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden oninjektiv bazisalgebra Frobenius-algebra.

Megoldds: ~ Utmutatas: Legyen bi,...,b, a projektiv-injektiv komponensek egyszerii
talpabol egy-egy nem 0 elem. Vigye ¢ ezeket 1-be, és egy kiegészitG altér elemeit 0-ba.

3. Keressiik meg C3 irreducibilis reprezentdcioit eqy tetszdleges K test folott! Hatdrozzuk meg
K35 részmodulusait, ha K karakterisztikdja 3.

Megoldds: C3 reprezentacioi GL(V)-be mend csoport-homomorfizmusok. A reprezentaciot
meghatarozza a Cs generdtorelemének a képe: egy olyan A matrix, amelyre A3 = I.
Ahhoz, hogy a reprezentacié irreducibilis legyen, az kell, hogy V-nek ne legyen A-invarians
valodi altere. Legyen m(z) az A minimélpolinomja. A® = I miatt m(z) | 2> — 1. Ha
m(1) = 0, akkor 1 sajatértéke A-nak, tehat A-nak van sajatvektora, és az ez altal generalt
altér A-invarians, azaz ekkor dimV = 1, és A trividlisan hat rajta. char K = 3 esetén
23 —1 = (x — 1)3, ezért ekkor mas irreducibilis reprezentacié nincs is.

Tegyiik fel most, hogy char K # 3 és m(1) # 0. Ekkor m(z) | 22 +x+1. Ha 22 +2+1
reducibilis K folott, akkor a gyokei kiilonbozéek (ugyanis 2 — 1-nek sincs tébbszoros
gydke 3-tol kiilonbozo karakterisztika esetén, mert 23 — 1 relativ prim a derivaltjahoz),
és mindkét sajatértékhez tartozik egy egydimenzids reprezentacié. Ekkor Cs-nak harom
els6foki reprezentacidja van.

Ha 22 + 2 + 1 irreducibilis K f6lott, akkor tetszdleges v € V-re a v és vA altal generalt
altér A-invarians (ui. vA? = —v —vA), és ennek mar nincs A-invarians altere, mert akkor
A-nak lenne sajatvektora. Tehat ilyenkor dim V' = 2, és ilyen reprezentacio valoban létezik:

-1 0

3 karakterisztikaji K test esetén K (O3 minimalis részmodulusa csak olyan z +ya + za?
elemekbdl allhat (ahol C3 = (a)), amelyekre (z +ya+za?)a = z+za+ya® = x +ya+ za?,
azaz x = y = z, mert K (5 egyetlen irreducibilis modulusa a trivialis modulus. Tehat M; =
{AM1+a+a?)| ) e K} az egyetlen minimalis részmodulus K Cz-ban, ef6ltt maximalis
modulus pedig szintén csak egy van, ugyanis csak olyan u elemek lehetnek benne, amelyekre
ua —u € My, hogy Ms/M; trivialis egyszerti modulus legyen, és ilyenek csak azok az
x + ya + za? elemek, amelyekre x +y + z = 0.

A= [_1 1] . Tébb irreducibilis reprezentacio nem lehet, mert 1 4+ 2 = dim CCj.

4. Mikor ekvivalens két linedris (azaz egydimenzids) reprezentdcio?
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Megoldas: Csak akkor, ha egyenl6k. Ugyanis GL;(K) = K*, és ez kommutativ, tehat a
konjugalt elemek egyenldk is.

. Hdny kiilonbozd linedris reprezentdcidja van C folott eqy G csoportnak?

Megoldds: Egy linearis reprezentacio C*-ba mend csoport-homomorfizmus. Mivel C*
kommutativ, a homomorfizmus magja tartalmazza G’-t, tehat megfelel egy G/G’-bél
mend homomorfizmusnak. G /G’ ciklikus csoportok direkt szorzata a véges Abel-csoportok
alaptétele miatt, és a generatorelemek minden olyan C*-be mend leképezése kiterjeszthetd
homomorfizmussa, ahol a kép rendje osztoja az elem rendjének. Igy C,, x ... x C, -
b6l ning - - -n,. kiilonbdzé homomorfizmus megy C*-be, vagyis G-nek |G/G’| kiilonbdzo
linearis reprezentacioja van C {6lott.

. Adjuk meg Cy x Cy irreducibilis reprezentdcioit eqy tetszdleges K test folott!

Megoldas: Cs x Cy homomorfizmusait GL(V')-be megadja a két komponens generator-
elemének homomorf képe, A és B, azaz olyan matrixpar, amelyre A2 = B? = [ és
AB = BA. A és B minimalpolinomja osztéja a2 — 1-nek, tehat mindenképpen van
K-ban sajatértékiik. Legyen Vi az A-nak egy sajataltere. AB = BA miatt ez B-
invarians: vA = Av esetén (vB)A = v(BA) = v(AB) = (vA)B = AvB. Ebben B-nek van
sajatvektora is, ismét a B? = I feltétel miatt, tehat van A-nak és B-nek kozos sajatvektora,
azaz V-nek egydimenzios Cy x Co-invarians altere. Igy az irreducibilis reprezentacio csak
egydimenzios lehet, azaz C*-be vezeté homomorfizmus. Ez mindkét generator elemet 1-
be vagy —1-be viheti, és ezek valoban homomorfizmust adnak, tehat char K = 2 esetén
egyetlen, egydimenzios irreducibilis reprezentacié van, minden mas esetben négy.

. Hatdrozzuk meg Zo(Co x Cg) részmodulusait! Rajzoljuk fél a részmodulushdldjdt!

Megoldds: Mivel G = Cy x Cy 2-csoport, a 4. feladatsor 7. feladata szerint egyetlen
(trivialis) irreducibilis reprezentacioja van Zy f6lott, és az A = ZoG csoportalgebranak
egyetlen maximaélis részmodulusa van: amelyik azokbol az elemekbdl all, amelyekben az
egylitthatok osszege 0.

Legyen a és b a GG csoport két generatoreleme. Minden My miniméalis modulus izomorf
a trividlis modulussal, vagyis minden m = z 4+ ya + zb + uab € My elemre ma = y +
ra + ub 4+ zab = m és mb = z + ua + b + yab = m. Ebb6l x = y = 2z = u, tehat
Mo <{AX1+a+b+ab)| € Zs}, és mivel ez utobbi egydimenzios, egyenls is My-val.

A 4 /Mp-ban minimalis részmodulust olyan m = x+ya+zb+uab elemek generalhatnak,
amelyekre m — ma és m — mb is My-ban van, azaz x —y = y—¢ = 2z —u = u — 2 €s
r—z=y—u=2z—x=u—1y. Ly folott ez ekvivalens azzal, hogy * +y + 2z +u = 0,
azaz hogy m € J(A), ahol J(A) az A egyetlen maximaélis részmodulusa. Ez azt jelenti,
hogy a J(A)/Mj kétdimenzios vektortér minden egydimenzios alterének Gsképe részodulus.
Mivel ilyenekbdl éppen harom van (legyenek ezek My, My és Ms), a részmodulushald a
kovetkezo:
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