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. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 — X ——=Y i> Z — 0 Auslander—Reiten-sorozat, akkor 0 <
71 < Z részmodulusra a 0 — X - Z.B871 i> Z1—0 sorozat felhasado.

Megoldds: LegyenY, = Z;571, és " a 3 megszoritisa Z; 3~ !-re. Ekkor Ima = Ker 8 < Y;
miatt a 0 — X —= Y] 7z, 71— 0 sorozat létezik, és az eredeti sorozat egzaktsaga miatt
ez is egzakt. Térjiink vissza most az els§ sorozathoz. Legyen ¢ : Z; — Z a természetes
bedgyazas. ¢ nem epimorfizmus, igy nem is felhasad6 epimorfizmus, tehat az ARS
definicioja szerint létezik olyan v : Z; — Y, amelyre v8 = «. Mivel Im~f3 = Im: = Z,
Imvy < Z;B7Y, tehat v : Z; — Yy és v8' = v(Bly,) = idz,. Igy a masodik sorozatban
hasznalva a v morfizmust:

’

0— X -5V, =27, —0,
Y

lathatjuk, hogy a mésodik sorozat felhasadoé.
1
. Legyen Ay = :I, &) % S5) ‘;’ . Adjuk meq az eqyszerd modulusok Auslander—Reiten-eltoltjait.
Megoldas: Fgy M modulus AR-eltoltjat a kovetkezs 1épésekkel lehet kiszamitani:
E: PS5 P—M-—0
az M projektiv feloldasanak els§ két 1épése. Erre alkalmazzuk a Hom(—, A4) funktort:
€0 0— M* —s P* 25 (P') — Tr(M) — 0,

kiegészitve jobb oldalon az a* komagjaval, hogy egzakt sorozatot kapjunk. Ezutén alkal-
mazzuk az utobbi sorozatra a K-dualitast:

D(E") : 0— (M) — Q" %) @ — D(M*) —o0.
Az utobbiban 7(M) = D(Tr(M)), és @ = D(P*) a P-nek megfelel§ injektiv, Q' =
D((P")*) a P’-nek megfelels injektiv modulus.

Ha Hom(P’, P) egydimenzios, akkor Hom(Q',Q) is az, igy abban az esetben a
masodik sorozatot ki lehet hagyni, és 7(M)-et mint D(a*) magjat kiszamithatjuk. El-
lenkezG esetben a mésodik sorozat a*-at meg kell hataroznunk, abbol T'r(M)-et, és aztan
T(M) = D(Tr(M))-et egyszerti dualisképzéssel (1d. a 3. feladatsor 5. feladatat).

Az ebben a feladatban kérdezett eltoltakhoz elég az els6 modszer. A 3. feladatsor 4.
feladatanak megoldésa szerint

1
AAZQiI’EBQEB:I’,éS

D(4A) = 21;,@2@;).

Ennek alapjan az eltoltak kiszdmitasa:

1 1

5:?—>§—>1—>0 D(§*):O—>3—>§—>213—>--- (1) =3
1 1 1 1

5:?%%—)2%0 D(f*):0—>§—>213—>2—>--- 7(2):§
1 1

§::I,—>i’—>3—>0 D(g*):0—>§—>213—>§—> T(3)="2
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1 2
. Legyen Ay = P ® Py, ahol P, = g és Py = g, tovibbd P; = Hom(P,An) és Py =

Hom(Ps, Aa). Ragzoljuk fol a Py és Py bal A-modulusok Loewy-diagramjit. Ha az « :
Py — Py homomorfizmus képe egydimenzids, akkor mi az ennek megfeleld o* : P} — P5
homomorfizmus a Loewy-diagramokon megadva? Hatdrozzuk meg ennek segitségével az %
modulus AR-eltoltjdt.

Megoldds: Tudjuk, hogy End(A4) = A, ahol minden r € A elemnek az r-rel valo balszorzas
felel meg. Ebben Hom(P;, A4) az Ae; részmodulus (az e;-vel valé balszorzas A 4-ban az
e; A komponensre valo vetités), és Hom(P;, P;) az ejAe; altér. Egy ¢ € Hom(P;, P;) mor-
fizmus (az End(A) = A megfeleltetésnél r € e; Ae; elem) képe a Homy(—, A4) funktornal
r* : Hom(Pj, As) — Hom(FP;, As) az r elemmel val6 jobbszorzas, azaz e; — e;jr = r.
Tehat ha ¢ : e; — r, akkor ¢* : e; — r. A Loewy-diagramokat konnyebb 4A helyett
az A%4,-ra folirni, ekkor e; — 7 képe e; — 1/, ahol r" az r-nek megfelels A°PP-beli elem,
tehat ha nyilak szorzataként irjuk fol, akkor a nyilak sorrendje megfordul. Felbonthatatlan
projektivek direkt 0sszegei kozott vezetd homomorfizmusokat a komponensek kézotti ho-
momorfizmusok méatrixaként irhatjuk (jobbrol irva egy adott komponens generatoreleme
képének a komponensei a megfelel§ sorszamu sorba keriilnek), és a *-leképezénél a matrixot
transzponalni kell.

A megadott algebrat és bal oldali regularis modulusat megadtuk a 3. feladatsor 4.
feladatdban: Az algebra grafja I':

1 N 2
)

é¢s A = KT/I, ahol I = (y3?,8%). 4A Loewy-diagramja megegyezik A%%, Loewy-
diagramjaval. A°PP grafja ['°PP:
1 2

0<7—o B’
és 1°PP = ((8)%4',(8')?). Ebbdl azt kapjuk, hogy

2
_ opp _ _ * *
AA =AYy = 1D 1 %2—P1@P2-

A megadott o : P, — P; homomorfizmus « : e; — ~f3, igy a képe a* : P/ — P5,
ot 1) (48) = By
Az é modulus AR-eltoltjadnak kiszamitasa:

2 ol 1 « a’, 2 2 1 2
£:2—2—, =0 rvvi—1—1 2 —1 2 —0 T(5)=1 2
2 2 12 2 2
. Spe 1
. Hatdrozzuk meg az A algebra Auslander—Reiten-grdfjit, ha Ay = 3 & 2 @ 3.

—

Megoldds: Amint a 3. feladatsor 7. feladataban kiszamitottuk,

Aa=3d7® 3ra

—
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1
AAzQi,EBQEB‘;’, és
1
D(aA)=23®2® ;.
1

B
Az algebra grafja legyen 2 —»173. Szamitsuk ki elgszor az injektiv modulusok 7-

2l
orbitjait. Az eltoltakbol az egyszerii eseteket kiszamitottuk a 3. feladatban, a tobbihez
hasznaljuk a 4. feladatban leirt modszert.

1 1
£: ?$%@§—>213—>0, o=la Bv],

1o 1 o
£ : 2@2:;—>2:;,—>:1,’, @*:[7/5/}’ T(23) =7

:{’ projektiv, igy ez az orbit véget ért.

1
T(2) = ? a 3. feladat szerint,

1
és 3 is projektiv.
1

7(1) = 3 a 3. feladat szerint.

7(3) = 1 a 3. feladat szerint,
és ezzel ez az orbit is véget ért. Felhasznalva a 3. feladatsor 7. feladatanak eredményét a
projektivekbe meng és az injektivekbdl induld irreducibilis morfizmusokrol, a 7-orbitokat
ossze tudjuk kapcsolni, és az Osszes szereplé modulus teljes AR-sorozatat megkapjuk (a
dimenziokkal lehet ellendrizni), tehat ezek a modulusok az AR-graf egy teljes komponensét
adjak, és mivel ez a komponens véges, ez a teljes AR-gréaf.

. Bizonyitsuk be, hogy a Z3z D3 csoportalgebra izomorf azzal a Zs félotti grdfalgebrdval, ame-

12
lyre a jobb reguldris modulus Loewy-diagramja 2 @ 1.
12

Megoldds: Jeldljik a Z3Ss = Z3Ds csoportalgebrat A-val, és legyen D3 = (f,t), ahol f
egy harmadrendii forgatas, ¢t pedig egy tiikrozés. 0 =1 — f3 = (1 — f)> miatt 1 — f € A
nilpotens elem. Tovabba (1 — f)t =t(1 — f?) = —tf2(1 — f) és (1 — f)f = f(1 — f) miatt
(1—fHA< AN - f), ésigy (1 — f)A)3 < A3(1 — f)® =0, tehat J = (1 — f)A nilpotens
jobbideal (s6t ideal), igy J < J(A). J-nek béazisa {1 — f, f — f2,t — ft, ft — f%t}, tehat J

négydimenzios, masrészt Ds-nak van két kiilonb6z6 irreducibilis linearis reprezentacidja: a
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trivialis és az, amelyik a tiikrozésekhez —1-et, a forgatasokhoz 1-et rendel, ezért A/J(A)-
nak homomorf képe S; ® Ss, ahol S1, S5 az el6bbi reprezenticiokhoz tartozoé egydimenzios
modulusok, tehat J(A) legf6ljebb négydimenzios, és emiatt J(A) = (1 — f)A.

Mivel A/J(A) = @ P;/rad P;, és A/ J(A) két egyszeri modulus direkt dsszege, A4 két
felbonthatatlan projektiv modulus 6sszegére bomlik. Egy idempotenst viszont kénnyen
talalunk: (1+41¢)? = —1 —¢ miatt —1 — ¢, és ennek kiegészitGje, —1 + ¢ idempotens elemek,
Py =(—1—-t)Aés P, =(—1+t)A az A 6sszes felbonthatatlan projektiv modulusa: A4 =
P, @ P,. Mindkett6 haromdimenzios, de nem izomorfak, mert P,/ rad P; és Py/rad Py a
két nem izomorf egyszerii modulus kell, hogy legyen.

Legyen ey = —1 —t és e = —1 +t. A feladatban megadott grafalgebra a I' : 1 éQ

B
grafhoz tartoz6 B = KT'/I algebra, ahol I = (afa, paf). J(B) a legalabb egy hosszi

utak linearis kombinécioibol all, igy e;J(B)es = Ka, és eaJ(B)ey = K. Tehat az
izomorfizmus megmutatasahoz ey J(A)es és eaJ(A)e; egy-egy generatorelemét kell nyilnak
valasztani. J(A) = (1 — f)A, igy legyen a = e1(f — 1)es = ey fes — ejea = ey fes és
B =ea(f —1)er = eafe; —eseqr = eafer. Az nyilvanvalo, hogy afa = SafS = 0, ugyanis
mindegyik eleme J(A)3-nek, ami (1 — f)® = 0 miatt 0. Mivel a = ejaey és B = exfey,
az idempotensek és a nyilak szorzata megfelel a grafalgebrabeli szorzatnak. Ezenkiviil
csak azt kell belatni, hogy P; = (e1,a, af) és Py = (eq, B, Ba), amihez elég megmutatni,
hogy a megadott harom-harom elem linearisan fiiggetlen. o = ejfes = e1f(—1+1t) =
er(—f+tf?) =el(—f+f?), ugyanis et = (—t—1)t = —1—t = ey, és a3 = ey feaeafe; =
61f€2f€1 = €1<—f—|—f2)f€1 = 61(1—f2)(—1—t) = 61(—1+f2—t+f2t) = 61(—1+f2—t+
tf)=ei(—1+f2—1+f)=ei(1+ f+ f?). Azt is tudjuk, hogy e;t = e; miatt e; A bazisa
{er,erf,e1f?}, és ebbol kovetkezik, hogy {er,a,aB} = {e1,er(—f + f2),e1(1+ f+ f?)}
is bazis Pj-ben. Hasonloan, az est = (=1 + )t = 1 — t = —ey Osszefiiggést felhasznalva
kapjuk, hogy az {ea, 3, Ba} = {ea, ea(—f — f2),e2(1 + f + f2)} halmaz bazisat alkotja
Ps-nek.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a K test karakterisztikdja p, akkor egy tetszdleges G wvéges p-
csoport KG csoportalgebrdajanak Jacobson-radikdlja azokbdl az elemekbdl dll, amelyekben
az eqyitthatok osszege 0. Hdany nem izomorf eqyszerd modulus van KG folott?

Megoldds: El6szor belatjuk |G|-re vonatkozo indukcioval, hogy G-nek egyetlen irreducibilis
reprezentécioja van, a trividlis reprezentacio. Legyen ¢ : G — GL(V) irreducibilis. Mivel
G p-csoport, Z(G) # 1. Legyen 1 # g € Z(G). Ha |G| = p™, akkor (¢(g))?" = o(g?") =
©(1) = I, igy ¢(g) minimalpolinomja osztoja az 2P — 1 = (z — 1)P" (a p karakterisztika
miatt!) polinomnak, ezért ¢(g)-nek van 1-hez tartozd sajatvektora. Legyen Vi a ¢(g)
transzformécio 1-hez tartozo sajataltere. A g € Z(G) feltevés miatt ez Im @-invarians, igy
Vi =V, és g € Kerp. Deakkor ¢ : G/ (g) — GL(V) is irred reprezentacio, és az indukcios
feltevés miatt trivialis, tehat ¢ is az.

Legyen A = KG és My ={ > A\gg| > Ag = 0}. My nyilvan részmodulus A 4-ban,

geqG geqG

és 1 kodimenzios, tehat maximalis is. Masrészt barmely M maximalis modulusra A4 /M
az egyetlen, trivialis modulussal lehet csak izomorf, igy a faktormodulusban 1-¢g = 1, azaz
1—g € M minden g € G-re. Viszont ezek az elemek kigeneraljak My-t, tehat, My < M, és
igy az My maximalitdsa miatt M = M. Ezzel belattuk, hogy M, az egyetlen maximalis
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részmodulus A 4-ban, és igy J(A) = M.

Hf1l. Legyen 0 — X —5Y i> Z — 0 egzakt sorozat. Bizonyitsuk be, hogy ha o irreducibilis,
ésIma <Y, <Y, akkor Im « direkt dsszeadanddja Y -nek.

1
Hf2. Legyen Ay = g D 123 D ‘;’ Adjuk meg a § modulus Auslander—Reiten-eltoltjdt.



