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ϕ : G → Sn

^
G o W�Qp'Q	aYVcRq^	Zr]�s�S n

]�eG]�fhtul*^�evfj^,O�Q�R
w ^�eGx o W�QpTQ	a�V8ln^IV!i	W�^,y(^	Z�ZzQ	a G

]�eG]�f\]�M�{}|�pTQ	RTV~W�O�i�f\i�Rq^	Z�i�VceF^�s?^�f\]!sA]!s�S7]O�M�Z�^,O�Q	a.[.M%V�Q	ZmWO�i�fji w ^�eF�
� ]!s7Q	eFb7i	W.k��#���I�\�z� ���n���\�.���?�g�����.�F�g�?�g�*���g��� H = {(g, i) | ig = i } � �I�G�r�I�`�.�G�g�\�����I�r���.�\�� ���I�q�I�����.�F�.�\�g�����.�����G�?� � ���I�q�I�����z�� ¡��¢I�u�g� ∑

g∈G |Fix(g)| £ �I�r�I�P��� � �I�F�r�I�j�.�F�.�\�.�¤���.�����G�?� � ����¥���I�¦���z�� F�¦¢I�§���.¨*�F�h�©�¦���ªT�F�G�G�.�����I���I�h�.�F�.�\�����I�\�I�T���_�I��«z�����.�g�z�I�¬��m�.�I®
i
�.�G�g�¯�¦���ªT�F�G�F�������I��I�T���

�.�F�.�\�����I�\� |G|/|iG| £ � � �z� iG
�I�

i
�I��ªT�¡�%��� £ ��� � ��� � �°�.�.���?�g�h�\�.������¢I��ª*ª � �¦�I���I�����z�¦ F�%���n�±�I��I��ªT�¡���I�����.�����G�?� £ ���#�?�I�§�\�F�*¨*�.���I�¦ªT�F���� |G| �.�I®��q�.�G¨T�I�?®7�����I¨����n�°«z�����.� £  F�I®°�I�h�.�G�.�j�����I�²�I�

�I��ªT�¡���I�³�����I�r�I�T��� |G| ¥!���g�g���.�������´�?�g�µ�g���g¨*�\�.�?®��g�I®?�.�*�G¶z���g�z�gª�¶z�·��«I����«z�u�I¨*¸#¨*�¡���I�©�I�F�G F���I�.�
¹ �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZ�[Y]y�l*Q�sIS

1G

fhM%RqbIMGs�WO�]�a�]ºpT]�e*]�s�S�pT]�a�fhX#V!i o M»x,W�ZI^�a�^	Z,Vº]�a�M%aYa]�b�X o Mc[gM%evM%W½¼,WWO�]�^?b?^IRqb7x	MZz¼�O,¼	V~V�� � ]�RTR'S	M¾^,O
1G

]�s�S	¿#VcV8ln^IV�xºÀ�^�Á
� ]!s7Q	eFb7i	W.k ÂC�I® � ���I���I�¦� � ����I� � �z�L���������z�.¸Ã���g���h�n�� � �G¸z�`��������A���g�\�������g�?�u�g�I®Ä�I¨*�I���j�.�G�g�\�.��I�`�I¨*�I��� � ���I���I�¦���.�G�g�ÆÅnÇn���z�?�%���I�F�T���2�³�����I�\� £  G�I®Ã�I� 1G

¥c¢?�.��¢I�I�F¸��4�I�I�G�������.�I���.���©�³ÅnÇn�q�z�7���I�
�����G�I�?�n�ÈÂ�����É¾�n���*���F¨*��¥!�F�.�\�r�½���.�����G�?���g�*�q�.�h�I�C�I��ªT�¡���I�������I�r�n��Êº�I®��¦��I�*�.�F�� F¢ � ���I�q�I��� � ����I�¦�T�I��I�

1G

�.�I®#���.�g�N���g�g���g�q�.���Ë�q�g���h�n�� � �F¸z���I�������#���g�¦ª��.� £ �g�µ�I�¡��I�P��ª'�I�Ì�Ë�h�*�F���¡�T�G� � �F��I���Í�I�§�I��ªT�F���I������I�\�n�
Î �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZ�[Y]y½l*Qs�Su]!s�S

2
d�V~a�^�RnO�M8V~U w o W�QYpTQ	aYV~ln^�V�i	W_i�evV�^�e�f\]!s?^7b7Q	VcV χ

pT]gaYfhX#V!i o M»x,WÍZI^�a�^	Z,Vº]�aYa]
χ − 1G

M8aYa�]b�X o Mc[gM%evM�W�ZI^Ia�^	Z,Vº]�a��� ]!s7Q	eFb7i	W.k ÂC�I® � ���I�q�I��� � ����I� 2
¥c����I�*�.�¡�� F¢ £m� �Ïª'�����\�.�F® £ �?�g�Ì�nÐ*�G«z�?ª�«z�g¶��.�F�.�Ëª�¶z�§�I�F�G¸±���.�#¥¨*�.�.�����_�.�G�.�`�'�����h�.�C���*¨±¢n�F�*�*�Cª'�����\�g�F®5�\�I���F�2�G�F®?�g�±�'���¦ª'�n��Â¤ª*ª�¶z�C�?«�¢?�g���?�.�g�F� £�� �z�I®Ñ� � ����¥���I�¦� � ����I�µ�¦��I�*�.�F�� F¢Ì�G� £ ��� � �����\É¾�n���*���G¨*�Y¥!�G�g�\�r�`�j�P�����m�`ÅnÇn�q�z�7���I�u�����G�I�?� 1 £ �I���I� [χ, 1G] =

1

|G|
∑

g∈G |Fix(g)| = 1 £ �g�� G�I® χ − 1G

�G�m��������A���g���¾Ò§�`�q�.¨*�G�³�
[χ, χ] = 1

|G|
∑

g∈G |Fix(g)|2�¦���I�P�����*�g�I®n�.�g���g�Ì�����I�\�z� ���n�Ó�n� £ �.�Ã�*�.� �r�I� £ �\�G�?��� � ���I���I���³���g�*¨*�.�.�g�����.�F�.�j�'�����I�?�z�Ô¢I�I�F¸
� ����I���I�T���`ÅnÇn�q�z�7������P�I�?� £ �g�½�I���n��¸Iª*ªT�G�T���j�?�g�¾�I��ªT�¡�%���Í¢I�I�·Õ�I�§�I�.�z�*�z�¾�g�G�.�Ëª�¶z�q�I�G�F¸©�'�����I� £ �.����#Ð*�G«z�?ª�«z�.¶©�.�G�.�j�g�#ªq¶z�T�I�G�G¸I�q��Ö(� � ��� [χ, χ] = 2 £ �I�j�Fª�¶z� [χ−1G, χ−1G] = [χ, χ]−2[χ, 1G]+
[1G, 1G] = 2 − 2 + 1 = 1 £ �.�g�g��� χi − 1G

�¡�����.¨*� � �¡ªT�G�F�G�½�I������A���g���
× �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZr[�]yClTQ�s�S�]!s�S

G Ø [�]�evd o W�QYpTQ	aYVCZI^Ia�^	Z,Vº]�a�V!i?[.eFi4À.i?[^IR5]!s�SL]�eG]gfÙa]�Rqb4À�]©f\]!sA]!s�S7]O�M�Z\^	O
Q,W�OgeGQp*i?[^IR�W�O�]�a]�p0eGÚ_Z?Q	f�p0eG]�|L]!s�S	W�Û!s�sIS?¼,Z?¼,Zha�]�R�b4À�Û�R�]�Z\^jfj^�|IM%fhX#fji w ^�eF�
� ]!s7Q	eFb7i	W.k Ü°�F¢?�.�§�I�Ã��ª��g�¡¥ � ���I���I���Ì�\�F�*¨*�.�Ý�F�����g¨*� � �FªT�F�G�G�³��������#�������°�G�G�*�.�����G� £ �±��������A���g���g��.�I®#Þn����I�·���g�*���g�.�.�?�� � �G¸I�L�G� £ ��¶I� £0� �j�j�G�*¨*�.� g ∈ G

�.�F�.�\�*�g�Ì�\�.�z���g�G�.�¡���g�%��Ðn���I�©�z�¦�.�G�I�'���m�\�G�?�
�

C
× |G| �q�.�G¨T�I�?®#ª'�I�©¢?�����}¨*�¡���g�#�È���.�I��������I�T�����.�I®��.�G�.�j�g� £ ���A�?�I�( F�I® � ���I���I�¦� � �z�\�z�\�I��ÅT�g�_�*�4������T�*�n���ÂC�*�*�g�`���r�I�.���ß�����¡¢n�P�I�F�G� £ �j�g����nÐ*�F«z�7ªq�.�\�G�g�*�*�N�?�g� � ���n�'�Í�g�I®?�.�¦ª�¶z�'�I�F�G¸��z���.�G�I� £ �I�\��¥�F®?���r G�I®r�*�g�à�F�.�*�*�.�*�g�Ì�\����¶z�G�.�z�g���g�r�.�I®#�r�I�¦��n�ÖÈ� � ��� G

�G�.�z�j�I�����h�?�g�q�g¢?�.� £ �.� g ∈ G
���g�*¨����

�\�.�z�g�I®?�.�.�F�2�L�?�g�Ñ���g�*¨����g¢?�.� £ �I�\���I�\�z���g�G�I�*ª'�I�±���.�g���g�T�G¶��?�z�j�T�F��Ç��.�I®n���g�z�I®?«I�?«I�����g�*¨����.�*�g��G�g�I�n�G�¦�gª*ªá�?«z�g«z�Ì��«Iª*ªT�¦�.«I��«z���I�âÜ°�¡¢?�.�ß�G�F�*�������G�r��������#���g���g�Ó�¦�.�I��������±�G�³�F�G�*�������F�r�I������A���g� £ �I��z���.�F�I���I�r�g�G�.�\�g�q���.��� � ���I���I�¦���I�µ�I�F�?�I���T���\�
C

× o(g)
¥!�g¨*�F�\�g�I®n���.�z�I®?«I�?�g�·�I�F��I�q�I�F�?�I���I�¦� � �F�#�G�¡�n�*�

� ���I�q�I����ª'�I� £ �¡�������.¨*�F�§�µ���.�*¨*�g�©�G�.�I�#�G����ª*ªÍ��«Iª*ªT���.«I��«z�����.�I®#Þn����I�7�m�G�g�z�T�I�I®?�Iª*ªË�.�G�g�j���.�*¨ £ ��� � ���
o(g)

���.�*¨*ã��.�I®n�¦�.�.�z�I®?«I�³�G�N���.�����g���g�
g
�z���g�G�I�'��ª'�I�·�

ä �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZÏ[Y]y_l*Qs�S5ZzÛ�V Ø [Y]�evd o W�QpTQ	a�VÍZI^�a�^�Z,V�]gaYV�i?[geFi4À.^upTQ	R'V�Q,W�^�Rå^�Z�ZzQ	a�]!s�S7]O�M%Z�f\]!s	y`ln^æ^
o W�QYpTQ	aYVºQ,Z_M�O�Q	f\Q	a8ç.^	ZI�� ]!s7Q	eFb7i	W.ká�ß�Í�.�F¶z�.¶\���.�G�I¨T���ß�\�.�z�z�F¨T�I����ª�¸z�·�G��� � ���%���n� £'� �z�I® G

�F�.�z�\�I���(�`�I�������#���g�¦���ªT�P�_�z����¥
�G�I�'�I�È�\�G�?�

C
× ¨*�¡���g�A� � ����¢��I�7®7�I�T���L�.�G�.�j�.�}�I�¡��I�(�I�¡�?�I���I��� � ���I���I�¦����I� £ ��� � ���§�I�Ë��ªq�.�¡¥ � ���I�q�I�����������#���������ªT�P�����h�G�.�z�j�I��Å'�Ë�g���!���.�F�\�\�.� � ���������z�.���_� � �¦�I���I�����I�.�

è �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZ\[Y]Yy¤l*Q�s�S`ln^
H ≤ K ≤ G

yNÛYW
ϕ
Q,WO�V!iIevSºçY¿?s�s w Û�RTS7] H

d�R�^	Z�y�^	Z�Z?Q	a
(ϕK)G = ϕG

�
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(ϕK)G(g) =
1

|K|
∑

x∈G

(ϕK)◦(xgx−1) =
1

|K|
∑

x∈G

xgx−1∈K

(ϕK)(xgx−1) =

1

|K||H|
∑

x∈G

xgx−1∈K

∑

y∈K

ϕ◦(yxgx−1y−1) =
1

|K||H|
∑

y∈K

∑

x∈G

(yx)g(yx)−1∈K

ϕ◦(yxgx−1y−1) =

1

|K||H| · |K|
∑

z∈G

ϕ◦(zgz−1) = ϕG(g).

Â��I®��\�I���F�r�j�.�z�z�G¨T�I�N���T���Iªq�.�*�G�*�4¥c��� � �¡�*��� � �F��I�����I�cÕ
Ü°�G�*¨*�.�

χi ∈ IrrG
¥c���

[(ϕK)G, χi] = [ϕK , (χi)K ] = [ϕ, ((χi)K)H ] = [ϕ, (χi)H ] = [ϕG, χi] £��� � ��� (ϕK)G
¥»�*�g� �g�

ϕG
¥»�*�g�â�I�Ä�¡�����.¨*� � �FªT�G�F�G�2��������A���g���g�´�G�F�*�������F���?�z�ËªT�G�T� � �F¸,�����?�.�7��¢I�I�F¸�.�F¶?�I�G�G ¡��I����ª'�I�Ì�*�I®7�I�T�I�.�I���I���g�I®nÐn��� � ����¸I� £ �I���I� (ϕK)G = ϕG

�
� ���È]�s�S?]gR

H, K ≤ G �
sIS�yßl*Q�sIS

HK = G
yÍÛYWjeG]�s�S?]gR

ϕ
Q,W�O�V�i�evS4çY¿?s�s w Û�R'S�^ H o W�Qp'Q	aYVºQ	Rq�°KNM%dO�Q	R'S	U%V~WYXAZ\[Y]y�l*Q�s�S

(ϕG)K = (ϕH∩K)K
�

� ]!s7Q	eFb7i	W.k
u ∈ K

¥»��
ϕG(u) = 1

|H|
∑

x∈G

ϕ◦(xux−1)
�	���.�I®?�.� {h1, . . . , hr } ⊆ H

�
K

���.�����G�?���Ëª'�I�Ë�\�.�F�G�g�?�z������I�F®?�I�á�.�I®å���g�*���.�.�.�?��I�*�¦���g�*¨*���.�g��� £ � � �z� r = |G : K| � Â¤�#�?�I�Ã�I�
�.�F¶Iª*ªT�C«z�����g�.�2���� F� � ����¸*Õ 1

|H|
r∑

i=1

∑
v∈K

ϕ◦(hivuv−1h−1
i ) = |G:K|

|H|
∑

v∈K

ϕ◦(vuv−1) £ �.�Ë�g�\���,¢���ª*ª

= |G:K|
|H|

∑
v∈K

ϕ◦
H∩K(vuv−1) £ �*�I®7�I�*�F� vuv−1 ∈ H ⇔ vuv−1 ∈ H ∩ K

�Ë¬§� |G : K|/|H| =

|G|/(|K| · |H|) = 1/|H ∩K| £ �\�F¢?�g� |G| = |HK| = |H| · |K|/|H ∩K| £ ��� � ���µ�Ë�I���q�I���½«z�����.�g��g�*�q�.�
(ϕH∩K)K(u)

�
�·��
Í^�V�i�a�Q�OYO�X7Z`f\]!s

S5

ÛYW
A5

ZI^�a�^	Z,Vº]�aYV�i?[geFi¦À.i�V��
� ]!s7Q	eFb7i	W.k

G = S5

¥!�*�g� � ���¾�?�z�����*�?�I�F���z������I�F®7�©¢��I�·Õ 1 £ (..)(..) £ (...) £ (.....) £ (..) £ (....) £ (...)(..) £�I�\�.�¡®?�g�n�*���Ì�I�©�.�F�.�\�����I�\�h���g�*¨n���
1, 15, 20, 24, 10, 30, 20

�(�ß�
5
�.�F�.�hã����z�*�*��¥»¨*�P�I�I��I�j�I� � �z���������z�.¸`�'������  � �F¸I�³�G��Çn�F�?�z�I���Å*�#�*�µ���I�¦���.�*¨nª��g� 5, 4 + 1, 3 + 2, 3 + 1 + 1, 2 + 2 + 1, 2 + 1 + 1 +

1, 1+1+1+1+1
�}�#���I�\ F�����n�Ë�n�T�I�N�.�.�g� � �.�µ���������z�.¸ χ1, . . . , χ7

�F�¦���.¨*� � �¡ªT�G�G�F�¤��������A���g���g�?�����}�
χ1

�g�
χ7

�G�G�*�.�����G����������#���g���g�?�g�§�g�G�g¢?�h�G�¦�\�g�%��Ðn� £ �.�ß���*¨����n� £�� �z�I®°�\�����I�*���g���z�T�I�¡�§¨*�P�I�I��I� � �z���������z�.¸Ë�F�����.¨*� � �FªT�F�G�F���I������A���g�½�I�ß�����.¨*�g���F�*�g� χ7

¥!���g�g���.��� £  F�I®\�.�F�.�_� χ2 £ χ3

�.�
χ4

��������A���g���g�?���
�\�.� � ���������z�.�*�c�Ë�ß� Ω = { 1, 2, 3, 4, 5 } � �I�F�r�I� 4 + 1

�I�P���#Þ��'������  � �G¸z�F�Ã¢?����� � ���I���I��� � ����I� � �z���������z�.¸
ϕ2

�I������A���g�µ�g�������?�.��~�I���I�Í�h�?�z�����*�?�I�F���z������I�F®?�I�³�.�I®7¥!�.�I®Ì���g�*���.�.�.�?��I�*�ß�.�F�.�\�.�*�g�³ÅnÇA¥
���z�?�����.�I�r���Õ

(5, 1, 2, 0, 3, 1, 0)
�·Â¤ª*ª��.��~�j�G�?���\�F�*¨*�.�\����I�*�.�¡�� F¢_�������h�n�� � �G¸z�¤�I�������#���g�¦ª��.��� 1

¥
���.�������.�g���g���.�#�I�

1G £ �.�(� χ2 = ϕ2−1G

��������#���g�(�¡�����.¨*� � �FªT�G�F�G� £ �\�g���(�µ�¦���I�P�����*�.�I®n�.����� 1
�(�

3+2�'������  � �G¸I�?�z��¢I�I�F¸ � ���I�q�I��� � ����I� � �z����������z�.¸ ϕ3 : (10, 2, 1, 0, 4, 0, 1)
�
[ϕ3, 1G] = [ϕ, χ2] = 1 £ �.�

χ3 = ϕ3 − 1G − χ2

�r���m�F�����g¨*� � �FªT�F�G�G�g���§�.�zÐ*��� 3 + 1 + 1
�I�G���nÞu�'������  � �F¸I�?�z��c� � �z�}� � �I�F�r�	¥�.�I�Ì���I�����.�*¨����Ë�G�N�����I�\ ¡�����©¢I�I�F¸ � ����I�4ª�¸z��� ϕ4 : (20, 0, 2, 0, 6, 0, 0)

��������#���g���N�I���A���n� £ �I�\�g�F®#���
[ϕ4, 1G] = [ϕ4, χ3] = 1

�.�
[ϕ4, χ2] = 2 £ �.� χ4 = ϕ4 − 1G − 2χ2 − χ3

�¡�����.¨*� � �FªT�G�F�G�.�ß� ��«Iª*ªT�
�F�¦���.¨*� � �¡ªT�G�G�F�C��������#�������C�j�.�I�I���A���n�j�Í�\�.�z�F�g¢?¶I�n�*�g�`� χ7

�G�F�*�������F����������#���������.�T¢I�I�F¸Í���.�I�����I����¢I�I�~�
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S5 1 1 (..)(..) 15 (...) 20 (.....) 24 (..) 10 (....) 30 (..)(...) 20

χ1 1 1 1 1 1 1 1

χ7 1 1 1 1 −1 −1 −1

χ2 4 0 1 −1 2 0 −1

χ3 5 1 −1 0 1 −1 1

χ4 6 −2 0 1 0 0 0

χ5 5 1 −1 0 −1 1 −1

χ6 4 0 1 −1 −2 0 1

G = A5

¥!�*���L«I�½�?�z�����*�?�I�F���z���g��I�¡®7�h¢��I�·Õ { 1 } £ {(..)(..) } £ {(...) } £ (12345)G £ �.� (13524)G £�I�2�g�G�.�\�¦���I�h�n�Ý���.�*¨n���
1, 15, 20, 12, 12

� �ß�
S5

�F�����.¨*� � �FªT�F�G�F����������#�������.�G�*��� �I�
A5

¥»���2¢I�I�F¸
�\�.�z�¦�.�I�� F���I����¢��I��\�.�I�����T�*�n� � �����z� �¡�����.¨*� � �¡ªT�G�F�G����������A���g�����r� � �P�I�?®n�.¸L�?������¶ � «z�`���g�n�F�7���¦Ðn��

g = (12345)
�g�G�.� �I�¡��I�C�z�.�*����I�F�_«I��«A¨n���.�*¨*ã

H
���.�¦� � ���I�q�I�����T���±�.�I®±�*�.� �¦���F¢#�P�I�G�F�©��������A¥

���g���g��Õ
λ(g) = ω £ � � �z� ω

�*���F�\�F�� ¡¢Ô«I��«#¨*�¡�Ô�.�I®n�¦�.�z�I®?«I��� �
λG

�G�*¨*�n���I�F�L��������A���g���g�����g�?�g�
G
�?�z�����*�?�I�F���z���g��I�¡®7�I�G�·Õ

(12, 0, 0, ω + ω4, ω2 + ω3)
�ÑÂ��*�*�g���Ã�¦���I�P�������.�I���������

χ2

¥»¢?�.�½�.�
χ3

¥
�r�I�

1 £ �.� λG − χ2 − χ3

¥!�*�g�Ó�5�¦�I�I�G�����*�.�I®#�.�g���
1 £  F�I® χ4 = λG − χ2 − χ3

�.�I®ÄÞ�����ª*ªá�F�4¥
���.¨*� � �FªT�G�F�G�h�I�������#���g�.�2�ß�³«I��«#¨*�¡�?�g�h�\�.�I����� � ���%���n�±�I�����z�z�z�T�I�G�F���I�������g�P� � �F¸I�#ª�¸z��¢I�I�I®±�I�³�.�F¶z�.¶�\�F�7���������`�

λ2
�I������A���g�µ�G�*¨*�n���I�P�I����¢��I�c�¾�ß���#�¾�g�I®n���.�z�I®?«I�?«I�?���µ�#�È�F�m�����I�j F� � ���%���n� £ �.���gª*ªq¶z�

χ4((12345)) = 1 + ω + ω4 = (1 +
√

5)/2
�.�

χ4(g
2) = 1 + ω2 + ω3 = −ω − ω4 = (1−

√
5)/2 £

� � ω
¥»�T���L�

cos 2π
5

+ i sin 2π
5

¥»«I�µ¢?�g�����.Ðn�q�

S5 1 1 (..)(..) 15 (...) 20 (.....) 12
1 (.....) 12

2

χ1 1 1 1 1 1

χ2 4 0 1 −1 −1

χ3 5 1 −1 0 0

χ4 3 −1 0 1+
√

5

2

1−
√

5

2

χ4 3 −1 0 1−
√

5

2

1+
√

5

2

� �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZr[�]yClTQ�s�SL]!s�S
G
^?[gW�O�Vca�^	Z,V o W�QpTQ	a�Vµ^	Z�ZzQ	a_ÛYW o W.^	Z³^	Z�ZzQ�a��·a�Qz[Y]gRTM%XAWYd o W�QYpTQ	aYV8y�l*^ G[Y]�i,s�S�O�ln^�Vºx�]!sIS

SΩ

W�OgM%fhf\]�VcaYM%Z,X7W o W�QYpTQ	aYV�[^ � s�S�y�l*Q�s�S G
^,O

Ω
d�RÄR�]�f a]!s�X#eFi�aYM�W��·a�Qz[Y]gRTM%XAWYd

o W�QYpTQ	aYV~ZzÛ�R'V¤ln^�WW�Q	Rq�� ]!s7Q	eFb7i	W.k Ö(�.�I®nÐn�����.� £�� �z�I® G
�T���Iª��.�*�F�*�4¥!���g�G�Í�������h�n�� � �G¸ � ���I�q�I��� £ �.���.�I® ω ∈ Ω

�.�F�.�j���
H�I�

ω
�¦���ªT�F�G�G�.�����I��n��� ���.�F���g¢?�.�¾�\�G����� £7� �z�I® G

�*�.� ���.�z�*�P�����G� £ H 6= 1 £ �.�½�Í����I�*�g�F���¡¢n�F���I�C�\�G�����
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H 6= G
��Ö(��¢���ª*ª'�u�\�G�*¨*�.�

g ∈ G \ H
�.�G�.�`���

ωg 6= ω £ �g�Ë G�I® H ∩ Hg = Gω ∩ Gωg = 1 £�\�F�7� � �z�I®³�*�g� �¦���F¢#�P�I�G�F�½�.�G�.�j�*�g�³�*�.�à�G� � �g�m�.�I®n�¦�.�g����� ω
�.�

ωg
�G�½ÅnÇn�q�z�7�����n�

Ü°�z�¦�����.�I®nÐn�����.� £q� �z�I® G
��ªT���g�������#� �T���Iª��g�*�G�*�4¥ � ���I���I�¦� H

�?�z�j�T�G�.�j�.�7���*�\�r�I�c�CÖ(�g�#�G�?�¦¥
��Ðn�

G � ����I�����_�`���Iª*ªT���g�I�����I�����I� H
���Iª*ªæ�z�G¨T�I�F���\�.�F�G�g�?�z������I�F®7�I�F�·�ÃÒ§�

Hx
ÅnÇn�q�z�7�����Ã�.�I®

g�.�F�.�\�*�g� £ ���#�?�I� Hxg = Hx £ �I���I� Hxgx−1 = H £ ¢I�I�I®#�G� g ∈ Hx
�æÒ§�

g
¥!�*�g�

Hx 6= Hy�G�³ÅnÇn�q�z�7�����I� £ ���#�?�I� g ∈ Hx ∩ Hy £ �I�.�I� gx−1 ∈ H ∩ Hyx−1

= 1 £  G�I® g = 1
� Â��2�I�g�

���.�F�.�7��� £�� �z�I®����.�j�.�F®#�F�u�*�g�Æ�����F¢#�P�I�F�G���.�F�.�\�*�g�u�*�.�²�G� � �g���.�I®#�*�.�(��«Iª*ªÃÅnÇn�q�z�7����� £ �g���g�I®nÞn����I��I�g�L�G�LªT�F�.�z�7®# F�%��� £§� �z�I® � � ���I�q�I��� � ����I� � ã*���g�z�.� ~���.� � �I���.�T�I�F¢�� £�� �z�I® H 6= G £ ��� � ���L�.�I®�\�F�*¨*�.�7��ÅnÇ*�g� � �I�I®?¸L�.�F�.�\�*�g�°¢��I���?�g���nÐ*�F«z�7ªq«z�.¶�ÅnÇ#���z�?�%����� £ ¢I�I�I®#�G��� G � �z�\�z�\�I�¦ÅT�.�h�*����
H

�\�.�F�G�g�?�z�¦�g��I�F®7�I�F� � ����¸2���.�G�j�\�g�����¡�n�*� � ���I�q�I����ª'�2ª��.�I�I®7�I���I�.�ÔÜ°�F¢?�.� H 6= 1 £ �2�I���q�I����T���Iª��.�*�F�*�4¥!���g�G�©�q�g���h�n�� � �F¸ � ���I�q�I���N�*�.� ���.�z�*�P�����G�.�
� � J �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZ [Y]Yy lTQ�s�S¯ln^

G ≤ Sn 4
d�Vca�^�RnOgM%V~U w pT]�aYf_XAV�i o M»x o W�QpTQ�aYV8y Û�W

χ
^

G
d�R�]YZ ^	O

{ 1, 2, . . . , n } 2
d�]geG]�fhtÄa�ÛYWOYln^�evfj^	O�^�M%R w ^�eGx�ln^IV!i	W�i	l*Q�O�V�^�a�V�Q�O,xÌpT]�a�fhX#V!i o M»x,W³ZI^Ia�^	Z,Vº]�ay`^�Z�ZzQ	a

χ
lni�a�Q�f Z,¿#eG¼	Rq[Y¼,O�Ú`M%a�a�]�b�X o Mc[.M%evM�WßZI^�a�^	Z,Vº]�aË¼	WW�O�]!sA]��

� � ¹ � Ø O S4 o W�QpTQ	a�V¤Zz^�a�^	Z	V�]�a�V!i7[geFi4À.^r^�eF^�p,À.i�R

S4 1 (..)(..) (...) (..) (....)

χ1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 −1 −1

χ3 2 2 −1 0 0

χ4 3 −1 0 1 −1

χ5 3 −1 0 −1 1

U%a8ÀYX7ZNç�]�eÈ^jZ?Û�V¤l*^�aYfj^7b4ç�Q,Z
�
ZI^Ia�^	Z,Vº]�a�W�O�Q	aO�^�V�i�V¤M%a�a�]�bIX o M»[gM%evM�WßZI^Ia�^	Z,Vº]�a]YZ\¼,WW�O,]!s7]YZzÛgRTV!�

� � Î �LKNMPO�Q�RTS	U8V8WYXAZ\[Y]Yy¤l*Q�s�S`ln^
H ≤ G

yNÛYW
ϕ
ZI^�a�^�Z,V�]ga

H
d�Rny�^�Z�ZzQ	a

Z(ϕG) ≤ Z(ϕ)
�


