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N \ { 1 } � �.�¡ H�*�y¢7�y�*�F��£S� h−1xh = x

 ¤�y���y�
x−1hx = h

���y�O�y�m�.�F¢
1 6= h ∈ H ¥ � 1 6= x ∈ N � ���� ����A�?�y� h ∈ H ∩ Hx

 ¦�y�_�§�.�G�F�.�?���_�e�*¨
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N � �.� |H : CH(x)| = |H|
�.�G�.�m�����y�±°¡ ����.£S���

|H|
�e�������,���

|N | − 1 � �*�u�q  ¥ ��²F�y¢ |H| ¥ �
|N |
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³ �µ´¶\�`�R?\uQ

G = HN
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H ≤ G
]
N / G

n�V
H ∩ N = 1
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G
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1 6= x ∈ N
f�d\

CG(x) ≤ N
x

z \!`7P	pFv7{	V.|
⇒ ½(¾ �.�y¢�¯��À¿·�.�r 7£*�e�y¢Á�.�y¢ 1 6= x ∈ N � ��� CG(x) 6≤ N

�����A�?�y���y�y�º�e�F¢7�y�
g ∈ G\N

 
£*�e�y¢

[x, g] = 1
��Â¹�F�?�.�

G \N = ∪y∈G(Hy \ { 1 })
 *���y�O�y�_�.��¢

y � �� g ∈ Hy
��Ã¼�

x, g
�.�G�.���'�����

y−1 � �y¢?�.�¦�_�.�y�?�e�����*�?�y�F���Ä�y�u���y���A������ �£*�e�y¢Å�e�F¢7�y� x, g �F��� ¥ ���.�u�F�� ��y�_�u�F¢?�u�A��� g ∈ H
 
x ∈ N

 
¥ �Æ�����y��ª*ª*���º�F� [x, g] = 1

���§�#�?�y�Æ�#�G���.�e�?�
1 6= g ∈ Hx ∩H
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x 6∈ H
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⇐ ½¹¾ �u�y¢�¯��Ç¿·�.�r È£*�e�y¢É�y�y�G�y�_�.�F¢ y 6∈ H � �� 1 6= h ∈ H ∩ Hy
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G = HN
¿·�.�����u� ¥ ��_�G�����

y = gx
�y�G����°¡ ��y£*�e�

g ∈ H ¥ � x ∈ N
  ¥ ���u�®��� Hy = Hgx = Hx

� ¾ �u£S��� h = x−1h′x���y�O�y�_�.��¢
h′ ∈ H � ��� ¼�y�_��ª�¬e� [h′, x] = (h′)−1x−1h′x = (h′)−1h ∈ H ∩ N = 1

 o�y�y�y¢#�G�
h′ ∈ CG(x) \ N
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H © ���yª��.�*�F�*� � �?�e���S�G�.�_�u�7���*�m���y�r�ÌÂÅ�y�®� ¥ �®�u�t�_�F�*¨*�.� g ∈ G � ��� N ∩ Hg = Ng ∩ Hg =
(N ∩ H)g = 1g = 1

 �²G�y¢
N ⊆ (G \ ∪g∈G(Hg \ { 1 })

��Í��F���.�e�?�
|(G \ ∪g∈G(Hg \ { 1 })| =

|G| − |G : H| · (|H| − 1) = |G : H| = |N |
 ����.£S���

N
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χ
i
G
gXV�PXhSP	dXU�\!`�R¼Yyiyd�i	Y,UÏ\�d\�x�Ð±\¸Ñ§QSLr{�p Ò�W7YÓi

detχ : G→ C
×
pG\XYen�hS\XN�nXVXU(i

(detχ)(g) =
detX(g) Ô VV�N�\8Õ�Öe`�`AnXVV�\�p»]oi�^*P	p χ i	N

X
d�\�hqd�\N�\uQSU!{Ag�LØ×ÄYyi�d�i	Y,UÏ\�d�\�xmJMLON,P	QSR�T%U8V�W7YtZ�\]M^*P�`yR

detχÒ�×	p«v7\8Ñ§QSLØ{�pÙU�pÙL8Q�\�{�d�L·V¼Yyi�d�i	Y,UÏ\�d.x
z \!`7P	pFv7{	V.|Ú}��

X ¥ � Y �*�y¢7�y�S�y�u���
χ
�y������A���u���Á�y¨������� ����#�?�y�Á�u�A�����y�y�F�.�*���u�q ��y�.�y�

Y (g) =
P−1X(g)P

���y�O�y�_�u�F¢
P � ���y  ¥ � detP−1X(g)P = detX(g)

�
detX

�y�y�F�yª'�y�l���u�*���.�.�.�?��y�.�F�* 
�_�u�®�

detX(gh) = detX(g)X(h) = detX(g)·detX(h)
  ¥ �¶�_�F�?�.� C× � ª'�È� ¥ ���.��  detχ
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ârã i	V�NuQq{�p ÒXWAY_i,N±\upGä�N�ä¤Õ�\�pFi?v?i�UÏP	U�åçæ
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χ ∈ IrrG
  ¥ � χ(1) = 2

� Â¹�F�?�.�
χ(1) | |G|

 
G
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g
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X(g) ∼

[

ε1 0
0 ε2

]  ±�y£*�e�
ε1, ε2

�_�y���#¨*���ê�.�y¢�� ¥ �e�y¢?y�?y�� 
���.£S���µ�y�y�y¢

χ(g) = ±2
  ¥ �K���#�?�y� Z(χ) > 1

 ��y�m�¼�.�G�F�.�7���_�e�*¨
G
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{ ε1, ε2 } = { 1,−1 }
  ¥ �K���A�?�y� detχ

�*�.� ���������O�y�F�G�_�F�G�*�������G���y�������#���u�. H²G�y¢
G′ < G
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χ
¿·�.�F²F��£S�����µ�F�����.¨*�*�.�FªS�F�G�F����������#�������u�¹e�����u�.�e�u� ¥ �?�� ��y�_�u�F¢?�u�#�*�u�¹¿·�y�y�µ�e���u���,��� |G| ��*�u�q �²G�y¢��M¿·�.�F� ¥ ���.�7�_�O�������u�����Ó�F�G�*�������G�������F�.£*�u���*�u� ½ χ =

∑

λi

�«ò��
1 = Kerχ ≥

⋂

Kerλi ≥ G′
 

²G�y¢
G′ = 1

 '�y���y�
G
Ãoªq�.�r�
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K,H ≤ G
]
ψ ∈ IrrH

]Án�V
(ψG)K

L8dXd�\v�WSguLrZuL%pÙL·V]�i	Y,YeP	d
G = HK

x
â�� Urk±WAU�i�U�{	V.|¤´�{	VV�W7Y_Z�\]§^*P�`yR

[(ψG)K , (ψH∩K)K ] 6= 0
xçæ

z \!`7P	pFv7{	V.|
[(ψG)K , (ψH∩K)K ] = [((ψG)K)H∩K , ψH∩K ] = [(ψG)H∩K , ψH∩K ] =

[((ψG)H)H∩K , ψH∩K ] 6= 0
 È�_�u���

[(ψG)H , ψ] = [ψ, ψ] 6= 0 ¥ � ψ ∈ IrrH
�_�O���®�

ψ
¨*�����u�A�

e�����u���y¨S�y�*¨*�,���
(ψG)H � �S���q  ¥ �m²F�y¢[� H ∩ K � ������y�G�2�m�.�e���.�y��²����y���·���y�F�#���Å�F�m�G�?�y���.�y� Â¹���?�.�

(ψG)K

�������.¨*�*�u�FªS�G�F�G�. ��uª*ª�¬e�Æ�?��?�u���?�.�u�F�� �£*�e�y¢
(ψG)K

¨*�����u�#��e�����u���y¨S�y�*¨*�,���
(ψH∩K)K � �S���q 

¥ �±²G�y¢ |G : H|ψ(1) = ψG(1) = (ψG)K(1) ≤ (ψH∩K)K(1) = |K : (H ∩ K)|ψ(1)
 ��y�_��ª�¬e�

|G| ≤ |H||K|/|H ∩K| = |HK|
 ����.£S���

G = HK
�

� �µ´¶\�`�R?\uQ
G
\!`yR,V�N,\�dXw7]

χ ∈ IrrG
]
χ(1) = p

h0d�T%kmx�JML·N�P	QSR�T%U¸VXW7Y�ZX\]�^*P�`yR
G p
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p
f��'R�pGP	�ßQ¡\�k ñ Z�\�p»]Èi	Y,YeP	d Z(P ) ≤ Z(χ)

xçæ
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χ(1) = p
¿·�.�����u� ¥ �m�_�O����� |G|

�e�®�u��£S�����
p � �?�.�r Æ���u£S��� G � �*�u� �*�.� �����F�#�O�y�F�G�

p �
A¢��F���(�������y�¡ ��G�.�y¢?�.���.�
P
�±}��

χP

�F�����.¨*�*�.�FªS�F�G�F�. «���A�?�y�
1 6= Z(P ) ≤ Z(χP ) ≤ Z(χ)

 �¨*�_�y�
�����yª*ªS�

G
�.�y¢��®�.�u��è*� ¥ �e�À�_�O���®�Æ�����F�#�O�y�F�G�. ��u���.�F�G�.�?���_�e�*¨S�y�u�

¾ �u£S��� χP

�*�.� �F�����u¨*�*�.�FªS�F�G�G�u  ¥ �K²F�y¢Ê�_�G�*¨*�.�a�F�����.¨*�*�.�FªS�F�G�F�µ�?�e�m�q�e�*�.�*� ¥ �*�u�ß¿·�y��� p � � ¥ ����F���uª*ª� y�_�y�®� ¥ �����«�e���u���	��� |P | � �*���� ����u£S���«�.����� 1
�F�.£*�u� ½ χP =

∑

λi

�G�F�*�������F�¶��������#�������u��e�����.�u�e�y�
Í��G�®�.�e�7�

G
�u�y¢����.����è*� ¥ �e�Á�_�G����� χ   ¥ �o²F�y¢ χP

�F�H£7è*� ¥ �e�.�u ����.£S��� 1 = KerχP ≥ ∩Kerλi ≥ P ′
 

�.� ¥ ��� P Ãoª��u� � �u���y���y���.�Â¹�G�*¨*�u�
1 6= x ∈ P � ��� CG(x) ≥ P

�_�G�����
p 6 | |K(x)| ¥ � Z(χ) = 1

 �²F�y¢���Æ�����*���G¨*� � � ¥ ���.��_�G�����
χ(x) = 0

�¦�C� ¥ �®� χP = a · ρ = a ·
∑

ϕi∈Irr P ϕi

�y�y�G�y�_�.��¢
a > 0 � ��� �²F�y¢ [χP , ϕi] = a 6= 0�_�F�*¨*�.�

i � ���y e���u£S��� χP (1) = a · | IrrP | ≥ | IrrP |
�«Í��F���.�e�?�

χP (1) = p
 ?�.� ¥ ��� p ≥ | IrrP | = |P |

 
�?��?�u���?�.� ¥ �®� ¥ �*���u� |P | = p

�
� � I � iuæáJMLON�P	Q'R	T%U¸VXWAY_ZX\]�^*P�`�R�^�i

A ñ Z�\�pÙf�gXV�PXhSP	dXUMnXV χ Yyi�d�i	Y,UÏ\�d�\
A
f�Qqi	Y�]�i�Y�YeP	d

[χ, χ] ≥ χ(1)
x

Z®æ5´¶\!`yR?\�Q
A ≤ G

]
A ñ ZX\�pÙf�gXV�PhSP�dXU8] χ ∈ IrrG

xMJMLON,P	QSR�T%U8V�W7Y_Z�\]§^*P�`yR
χ(1) ≤ |G : A|

x
� � ³ �[ï0\!`�R�Ö7YÀÕ�\�p»]�^SP�`�R

A ≤ G ñ ZX\�pCd�nXV�N,gXV�PhSP�dXU8]Ón�V |G : A|
h0dXT8kÁ^�i�Urs�{�QSR?x�JML·N�P	QSR�T%U¸VXW7YÅZX\]¼^*P`�R

G′ < G
x


